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OPGELOST DOOR 



J. C. KLUYVER. 



Over het complex der rechte lynen, gelegen op de opper- 
vlakken van den tweeden graad, gaande door zeven wille- 
keurig gegeven punten. 



Door iedere overeenkomst , punt voor punt of vlak voor 
vlak, die er tusschen twee ruimtestelsels bestaat, is een 
complex bepaald. Namelgk zuUen in het eerste geval de 
verbindingslijnen der toegevoegde punten , in het tweede geval 
de sniglgnen der toegevoegde vlakken, in het algemeen een 
drievoudig oneindig stralenstelsel of complex vormen. De 
complexen, die op deze wigze ontstaan, maken eene afzon- 
derlgke groep uit; daartoe moet ook het hier te beschouwen 
complex K worden gerekend , en het is wenschelgk , dit maar 
onmiddell^k aan te toonen. 

Alle oppervlakken van den tweeden graad, door zeven 
willekeurige punten gebracht, vormen een net en hebben een 
achtste punt gemeen. Door middel van dit net is er eene 
involutorische overeenkomst tusschen d« punten der ruimte 
tot stand gekomen; want aan elk punt A is ten opzichte 
van alle netoppervlakken een tweede punt A' harmonisch 
toegevoegd. 

Wanneer wij op de Ign A A' twee willekeurige punten 
C en D aannemen, dan moet het netoppervlak i^, dat door 

N. A. V. W. Dl. XIX. 1 



C en D gaat, de geheele Ign A A.' bevatten, omdat anders 
A en A' ten opzichte van F^ niet harmonisch zouden liggen. 
£lke verbindingslign A A' is derhalve straal van het complex 
K. Omgekeerd is een straal I van K drager van een punten- 
paar A, A'. Immers als I op het netoppervlak F^ ligt, bevat 
die l:gn altgd een paar punten , die harmonisch z:gn toe- 
ge^oegd met betrekking tot twee andere netoppervlakken. 
Buitendien bezitten die punten blykbaar dezelfde eigenschap 
ten opzichte van i^, dus z^n het toegevoegde punten van 
het net. Te verwachtea is het derhalve , dat de eigenschappen 
van het complex K ten nauwste zullen samenhangen met de 
theorie van het oppervlakkennet en van de daaruit voort- 
vloeiende involutorische overeenkomst. Wg geven daarom 
vooraf eene korte opsomming van die eigenschappen van het 
oppervlakkennet, welke bg het verder onderzoek aanhoudend 
worden toegepast. Daarna nemen wg als uitgangspunt van 
onze beschouwingen de constructie van den complexkegel en 
van de complexkromme , waarbg wg nagaan, onder welke 
omstandigheden deze figuren buitengewone singulariteiten ver- 
krggen. Als vanzelf worden dan tegelgkertgd eenige van de 
eenvoudigste eigenschappen van het singuliere oppervlak S 
en van het complexvlak V opgespoord. Eenige opmerkingen 
omtrent den bundel yan ruimtekrommen R^ (onderlinge 
doorsngdingen der netoppervlakken), in verband met de buig- 
vlakken der complexkegels en de keerpunten der complex- 
krommen, zullen het onderzoek van het algemeene complex 
K besluiten. Eindelgk zullen wg nog even stil staan bij de 
wgzigingen, die het complex K door bgzondere ligging der 
zeven gegeven punten ondergaat. Vergelgking van de uit- 
komsten, die wg zullen vinden, met die, welke inzoogrooten 
getale door Voss in zgne beroemde verhandeling over het 
straalalgemeen complex ^) zgu afgeleid , zal doen blgken , 
hoe K als een bgzonder complex moet worden beschouwd, 
hetwelk het dualistisch karakter, kenmerk van het straalal- 
gemeen complex, bgna geheel verloren heeft. 

1) irUeber Complexe und Congraenzen", Math. Jnnalen, Bd. 9, bl. 55. Men 
vergeliQke ook: Schubert, KaUeul der abzAhlenden Geometrie, $36, wSingularitaten 
des allgemeinen Stralenoomplezes." 



1,' Set net van oppervlakken van den tweeden graad^), AUe 
oppervlakken jP^ door zeven punten Hj, H^, . . . . H^ gaande, 
hebben nog een punt H3 gemeen; z^ heeten gezamenlgk de 
»basispunten van het net". ledere verbindingslyn van twee 
basispunten, die w^ »knooplgn'' zullen noemen, is volgens 
eene bekende stelling van Hesse koorde van de ruimtekromme 
van den derden graad Q^, welke door de zes overige basis- 
punten gaat; zoo is de Ign H^ H^ koorde van QJ,, en zoo 
voprt. Daarop berust de construetie van het achtste basispunt , 
als de eerste zeven gegeven zyn ^). Door een aangenomen 



1) Men vergelijke: Rete, Oeometrie der Lage, II, biz. 229, Sturm, Synthe- 
tiiche JJntersuchvngen uber Fldchen dritter Ordnung, biz. 28, Sghboteb, Theorie 
der Baumkurve 4^ Ordnung 1'^ Species. 

2) Theoretisch althans is de construetie van het achtste basispunt, die op de 
genoemde stelling van Hesse berust, de eenvoudigste. Werkelijk uitvoerbaar even- 
wel is zlj niet. Men kent andere lineaire constructies , die hoewel vrij omslachtig, 
toch uitvoerbaar zijn. In CrelWs Journal, Bd. 99 en 100, vindt men er niet 
minder dan zes. De eerste van Caspabt berust op de volgende, van Hesse afkom- 

stige, eigenschap der acht i^geassocieerde" punten 1, 2, 3 8: Bp^chouwt men 

den scheeven zeshoek 12 3 4 5 6, dan kan men een ingeschreven zeshoek van 
Bbianchon V construeeren , welks hoofddiagonalen elkaar in 7 snyden , en waarvan 
de overstaande hoekpnnten op de overstaande zijden van den eersten zeshoek zijn 
gelegen. Construeert men met behulp van het punt 8 een tweeden dergelyken 
ingeschreven zeshoek V, dan liggen de zijden van V en V op eene hyperboloi'de. 

B§ eene tweede construetie van Sghboteb wordt gebruik gemaakt van de stel- 
ling van Hesse, die aangeeft, dat 1,2,3,4 en 5,6,7,8 hoekpnnteu zijn van twee 
poolviervlakken van hetzelfde polaire rnimtestelsel, 

PiCQUET onderzoekt het verband tusschen acht geassocieerde punten, uitgaande 
van de stelling, dat alle oppervlakken van den tweeden graad, die door vijf ge- 
geven punten gaan, door een willekeurig vlak worden gesneden volgens kegel- 
sneden, die eene vaste kegelsnede in het vlak harmonisch omschreven zijn. 

Stubm projecteert uit 1 en 2 vooreerst de punten 3, 4, 5, 6, 7 op een wille- 
keurig vlak. De twee vijftallen van projecties komen met elkaar overeen, en indie 
overeenkomst hebben de beide projecties van 8 eene eigenaardige beteekenis, die 
veroorlooft ze te construeeren. 

Zeuthen geeft eene construetie, bernstende op de volgende eigenschap: Indien 
men de punten 2,3,5,6,7 en de lljnen 12 en 34 als gegeven be8chou?rt, gaat het 
vlak 148 door een vast punt van het vlak 567. 

Rete construeert ten laatste het punt 8 door er van gebruik te maken, dat 
twee willekeurige punten steeds met acht geassocieerde punten op een oppervlak 
van den tweeden graad liggen. 

Ten slotte vindt men in de Acta Mathematica , 12:3 en 4 , eene verhandeling 
van DoBBiNER, waarin gewezen wordt op de analogic tusschen de eigenschappen 
der acht basispnnten en die van zes punten jop eene kegelsnee. Ter zelfder plaatse 



punt A gaat een bundel van oppervlakken F^^ die elkaar 
doorsngden volgens eene ruimtekromme i2*, »basiskromQie 
van het net*'; de lyn kk! raakt in k aan i2^. 

Aangaande de involatorische overeenkomst tusschen A en 
A' merken w^ op , dat aan alle punten A van een vlak e 
de punten A' van een oppervlak , aan alle pnnten A van 
eene reehte l^n g de punten A' van eene ruimtekromme van 
den derden graad z:gn toegevOegd. 

Het eerste heet het »pooloppervlak" van e, de tweede de 
»poolkromme" van g. Er zijn evenwel punten A te vinden, 
waarvoor A' onbepaald wordt. In het net komen kegels voor, 
en voor een kegeltop p is het poolvlak ten opziehte van den 
kegel onbepaald. Met iederen kegeltop komen daarom alle 
punten van eene l^n g overeen, de »poollgn" vanpgenaamd; 
het vlak e door p en g zal voortaan het »nulvlak" van p 
heeten. Alle kegeltoppen p liggen op de »kernkromme" C® 
van het net, eene ruimtekromme van den zesden graad, 
van den rang 16 en het geslacht 3. De pooUgnen g z^n 
drievoudige koorden van C^, zoodat aan iederen kegeltop p 
drie andere kegeltoppen p zign toegevoegd. De kernkromme 
gaat niet door de basispunten van het net ; wel bevat zig die 
punten van eene knoopl^n, waar deze de bybehoorende 
kromme Q^ ontmoet. Wat de basispunten zelve aangaat, zij 
vallen met de hun toegevoegde punten samen ; iedere lyn 
door het basispunt is als de verbindingslgn te beschouwen. 
Dit zgn in hoofdzaak de eigenschappen , die wg voor het 
volgende onderzoek noodig hebben. 

2. De cornplexhegel van een gegeven punt P. Volgens art. 1 
gaat door P eene basiskromme R* van het net ; iedere koorde 
PB dier kromme sngdt bl^kbaar het net in involutie en 
draagt derhalve een paar punten A, A'. Overigens is het ook 
duidelgk , dat door iZ* en hare koorde P B altgd een net- 
oppervlak kan worden aangebracht. Alle complexstralen door 
P vormen derhalve een kegel van den derden graad en de 



geeft Zextthsn een paar nieawe eigenschappen, waarin de scheeve achthoeken, die 
men met de basispunten kan vormen, worden beschonwd. 

Men yergel\)ke verder het reeds aangehaalde geschrift van Schboter, waar op 
biz. 4 de literatnur over dit onderwerp is aangegeven. 



zesde klasse, waaruit blgkt, dat w^' met een complex £* van 
den derden graad te doen hebben. 

Onder de complexstralen door P z^n er, die wg in het 
oog moeten houden. Omdat iedere R^ door de basispunten 
Hj, H2,...H8 gaat, liggen op iederen complexkegel de 
stralen P Hj, P H^ , . . . P Hg. De basispunten van het net 
z:gn dus , zooals troawens reeds dadelgk uit art. I viel af te 
leiden, enkelvoadige »hoofdpunten" van het complex. Van 
iederen complexkegel zgn derhalve te voren reeds de acht 
hoofdpuntstralen bekend. Een andere bgzondere straal is die, 
welke P met het toegevoegde punt P' verbindt; zooals wg 
zagen, is PP' de raaklign in P aan i?*. Vervolgens komen 
op den complexkegel achttien stralen voor , die de kernkromme 
sngden. Door P gaan slechts vier netkegels, dus ook maar 
vier netkegelstralen ; de veertien overige liggen in de nul- 
vlakken der bgbehoorende kegeltoppen; wg zuUen ze »nul- 
puntstralen*' noemen. Terloops volgt, dat de nulvlakken een 
ontwikkelbaar oppervlak U^^ van de veertiende klasse vormen, 
dat, zooals later blgken zal, voor het complex K van bg- 
zondere beteekenis is. Ten laatste trekken de negen buigstralen 
van den complexkegel de aandacht. Wanneer de koorde PB 
van R^ een buigstraal van den complexkegel is, sngdt het 
osculatievlak van 22* in B die kromme opnieuw in P; dit 
punt is dus het tangentiaalpnnt van 6. In het vervolg noe- 
men wg de Ign BP de »osculatiekoorde" van B. Wat de 
constructie van den complexkegel betreft, zg kan lineair als 
volgt geschieden. Met behulp van de acht basispunten van 
het net kan men vooreerst de poolvlakken van P ten opzichte 
van drie netoppervlakken en daarmede het toegevoegde punt 
F bepalen. 

Behalve de acht hoofdpuntstralen is dan een negende straal 
P P' van den complexkegel P bekend. Met behulp van die 
gegevens kan de kegel zelf verder door lineaire constructie 
worden gevonden ^). 

3. De toegevoegde punten A, A' gelegen op de complexstralen 



1) Caemona-Cubtze, Mene CurvMy art. 66, of ScHfioTEB, Die Theorie der 
ebenen Kurven dritter Ordnung , biz. 72. 
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door P. Het is niet zonder belang te weten, hoe de toege- 
voegde punten A, A' op den complexkegel P zgn gerang- 
schikt. Dat die punten eeno ruimtekromme M'' van den zeven- 
den graad zuUen yormen , is te yerwachten , als men bedenkt, 
dat een willekeurig vlak door P drie paar punten A, A' bevat , 
terwgl P , behoorende tot het paar P, F, ook in het vlak 
ligt. Analytisch is dit gemakkelgk te beyestigen. Laten 

a* = , 6* = , c* = 0. 
drie netoppervlakken yoorstellen, die het net yolkomen be- 
palen. Nemen w^ aan, dat P de coordinaten Xi heeft, dan 
zal, als A met de coordinaten yi een punt van de meetkundige 
plaats is , het punt A' de coordinaten .r; -f- ^ Vi bezitten. Wg 
hebben derhalve de voorwaarden 

a^: tty -|- A a* = , 

J,6y+A6*=0, 

C;, Cy + A c * = ; 
die uitdrukken, dat de punten A en A' harmonisch z^ntoe- 
gevoegd ten opzichte der drie beschouwde netoppervlakken. 
Eliminatie van A levert voor de meetkundige plaats van A 

ax fly hx hy Cx 



tty by Cy 



Door deze vergel^kingen , waarin men yi als loopende 
coordinaten beschouwt, is inderdaad eene ruimtekromme Jif 
van den zevenden graad bepaald ^). Zij vormt met de kegel- 
snede 

a^: Oy = , 

a»=0, 

de voUedige doorsnede van de beide oppervlakken van den 
derden graad 

Ux ay by — bxby a^ =0 J 

Ox ay Cy —" Cx Cy ay •— V • 

Volgens de uitkomsten van Sturm ^) is zg dus van den 
rang 22, en heeft z^ tien schijnbare dubbelpunten. Z:g gaat 
door P, omdat de substitutie yi = Xi voldoet. Nemen wg 
aan, dat 



1) Men vergeiyke: Dr. P. II. Schoute, *Over eene bijzondere rnimtekromme 
van den zevenden graad*', Nieuv? Archie fy deel X, biz. 54. 

2) Stubm , t. a. p., biz. 222. 



a* = 0, 61=0 
is , dan wordt de raaklgn in P bepaald door de yergel^kingen 

J, 6y = 0. 

De kromme M'' raakt derhalve in P de basiskromme R* 
en den straal P P'. De complexkegel P wordt voorgesteld 
door 

a^ Uy by bg by Oy = 0. 

Behalve dien kegel komt in den bundel van oppervlakken 
van den derden graad, door de beide zooeven aangewezen 
oppervlakken bepaald, geen tweede kegel voor. Voor i/^ is 
dns P het eenige driekegelpunt. Er z^n evenwel b^zondere 
gevallen, waarb^ Af drie tot vgf driekegelpunten kan ver- 
kriggen ^). Intussehen valt uit de vergelgkingen nog af te 
leiden, dat Af in de hoofdpunten de hoofdpantstralen aan- 
raakt, en dat zg voorts ieder netoppervlak F^ daar sn^dt, 
waar de eomplexstraal F^ raakt. Verder toont men gemak- 
kel^k aan, dat zy de kernkromme veertien malen ontmoet 
(art. 2) en dus ook de poollgnen van die sngpunten treft. 
Neemt men eindelgk op iederen eomplexstraal het aan P ten 
opzichte van A, A' harmonisch toegevoegde punt , dan vindt 
men noodzakel^k de doorgaande basiskromme R* terug. 

4. De complexkromme van em gegeven vlak it. Van de com- 
plexkromme in een willekeurig vlak verkrggt men eene voor- 
stelling , als men in het oog houdt , dat iedere eomplexstraal 
de netoppervlakken F'^ in involutie snigdt. In het vlak it nu 
bepalen alle oppervlakken F*^ een kegelsnedennet. De toege- 
voegde punten A, A' doorloopen de kromme van Hbsse , de 
verbindingslgnen A A' omhuUen de kromme van Gaylet. 
De complexkromme is derhalve van de derde klasse en den 
zesden graad; z^ bezit negen keerpanten. Zoo men wil, kan 
men bigkbaar zeggen, dat de complexstralen in t de be- 
schrgvende lijnen zgn van die oppervlakken i^^, welke het 
vlak 7 op de kromme van Hessb raken, of anders, dat de 
complexkromme omhuld wordt door de in 5r gelegen koorden 



Dr. P. H. ScHOUTB, irSar un complexe da troisiime ordre" (Compte renda de 
TAssociation fran9ai8e, Congr^ de Toulouse, 1887). 



8 

en raaklgnen der basiskrommeD R^. Het is deze laatste op- 
vatting, die aan de keerraakl^nen eene bgzondere beteekenis 
geeft. Zooals men gemakkelgk aantoont , zgn er negen basis- 
krommen R^ , die v in eenig punt B osculeeren en in een 
ander punt P sn^den. Het punt B zal een raakpunt van de 
krommen van Hesse en Gayley, de raaklgn in B aan R^ 
de gemeenschapp^lyke taakl^n dezer krommen z^n. Het sn:g- 
punt P evenwel is een keerpunt van de kromme van Cayley, 
en de Ign P B is de keerraaklgn ^). Die negen keerraaklgnen 
z:gn derbalve osculatiekoorden van de basiskrommen , die v 
osculeeren. Andere complexstralen van bgzonderen aard treft 
men in het vlak tt niet aan. Men zou nog kunnen opmerken, 
dat T de kernkromme in zes kegeltoppen sn^dt, zoodat dit 
vlak zes paar netkegelstralen en zes nulpuntstralen zal be- 
vatten. De constructie van de complexkromme levert meer 
bezwaar dan die van den complexkegel. Daar van de com- 
plexkromme van te voren geen enkel punt of geen enkele 
raakl^n is aan te wgzen, is de constructie van de oplossing 
van minstens eene derdemachtsvergelijking afhankelgk. Men 
kan beginnen met van een willekeurig punt P van jt den 
complexkegel te construeeren ; is eenmaal de doorsnede van 
dien kegel met tt gevonden, dan kunnen de overige raak- 
lijaen der complexkromme achtereenvolgens als ontaarde 
krommen van het in v gelegen kegelsnedennet paarsgew^'ze 
door kwadratische constructies worden opgespoord. 

5. Dualistiache betrekkingen tusschen den complexkegel en de 
complexkromme, Eer wg er toe overgaan , om de verschillende 
singulariteiten , die zich bg complexkegels en complexkrom- 
men kunnen voordoen , nader te onderzoeken , is het wellicht 
dienstig aan de betrekkingen te herinneren , welke er tusschen 
die figuren bestaan, wanneer de top P van den kegel in 
het vlak ir ligt. Het beste inzicht verkrggt men door den 
stralenbundel P^rr) te beschouwen; daarin komen steeds drie 
complexstralen voor , waarvan er twee of drie kunnen samen- 
vallen. Vallen twee samen^ dan raakt ^ aan den complex- 



1) Omtrent het verband tasschen de krommen van Hesse en Oatlet verge- 
Ujke men: Schboteb, Die TAeorie der ehenen Kurvttn dritter Ordnung^ $28 en 29. 



kegel VB,n P , en ligt P tegelgk op de complexkromme van ^r. 
Yallen drie stralen samen, dan is tt buigvlak van den com- 
plexkegel van P , tegelgk P keerpunt van de complexkromme 
van TT, Op een gegeven complexstraal I , zoo bewgst Voss *), 
zgn de punten P projectivisch toegevoegd aan de vlakken 
TT door ly zoodanig, dat steeds P top, tt raakvlak van 
een complexkegel of wel t vlak en P punt van eene com- 
plexkromme zgn. Is een complexstraal I singulier, dat is 
dubbelribbe op den complexkegel van een barer punten P, 
dan is z^ tegel:gk dubbelraaklyn van de complexkromme in 
een barer vlakken t; P is raakpunt van I op alle overige 
complexkrommen , wier vlakken door I gaan , tt is raakvlak 
langs I van alle overige complexkegels, wier toppen op I 
Kggen. P beet bet singuliere punt, t bet singuliere vlak van 
den straal. Het singuliere oppervlak S is tegel^k meetkundige 
plaats van de singuliere punten en ombullende van de singu- 
liere vlakken. Elk zoodanig vlak tt beeft bet bgbeboorende 
punt P van den straal tot raakpunt met S ^). 

6. Complexkegels met dvbhelribbe, De complexkegel, zooals 
w:g zagen, van den derden graad kan als eerste b^zonderbeid 
eene dubbelribbe vertoonen. Bedenken wg, dat de complex- 
kegel van P voUedig bepaald is door de basiskromme J?*, 
die door P gaat , dan is bet onmiddell:yk in te zien , dat de 
dubbelribbe voorkomt, wanneer P gelegen is op eene jR* 
met dubbelpunt. En eene basiskromme met een eenig dubbel- 
punt ontstaat, wanneer de oppervlakken van den bundel, 
die alle door P gaan, elkaar aanraken, of wat op betzelfde 
neerkomt, wanneer de toppen van twee der vier bundel- 
kegelvlakken op de basiskromme samenvallen. Een dubbelpunt 
van jR* ligt derbalve noodzakelgk op de kernkromme C*. 
Het is duidelgk, boe men zulke basiskrommen op een ge- 
geven netoppervlak F^ kan vinden. Dit oppervlak namelgk 
sngdt (7 in twaalf kegeltoppen p, en elk dier kegels p 
doorsngdt F^ volgens eene jR* met dubbelpunt in p, Voor 
een punt P op zulk eene J?* is Vp eene dubbelribbe. 



1) Voss, t. arp., biz. 63. 

2) Voss, t. a. p., biz. 79. 
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Yoor ieder ander punt van deze l^n is Pp enkelvoudige straal 
op den complexkegel. Zooals men ziet, hebben de netkegel- 
stralen de eigenschap, voor een hunner punten dubbelribbe 
te worden; zg vormen de congruentie (4, 12) der singuliere 
stralen van het complex K *). De punten P zijn singuliere 
punten; z^ hebben het singuliere oppervlak /S tot meetkundige 
plaats. Zonder daaromtrent voorloopig in nadere bijzonder- 
heden te treden , kunnen wg toch reeds hier den graad daarvan 
aangeven. Ed wel is S van den vier en twintigsten graad, 
omdat het oppervlak F^ met S twaalf krommen jR* gemeen 
heeft. Intusschen zgn er ook punten P, waarvoor de com- 
plexkegel eene dubbelribbe bezit, die dit karakter voor elk 
barer punten behoudt. Beschouwen wg namelgk een punt 
P , gelegen op de knooplgn Hj Hj. De basiskromme J?* door 
P is uiteengevallen in de knooplgn zelve en de kromme Q}j. 
De knooplijn Hj Hj, beschrgvende Ign van alle netopper- 
vlakken van een bundel, is derhalve dubbelribbe voor al 
hare punten P. Snijdt die knooplgn H^ Hj de kromme Q\^ 
in A en B , dan telt het stelsel dezer Ignen voor twee basis- 
krommen J?* met dubbelpunt. Immers kan men dit dubbel- 
punt evengoed in A als in B aannemen. Daaruit volgt, dat 
zoowel de knooplijnen als de krommen Q^ dubbellgnen op 
het singuliere oppervlak zgn , eene eigenschap , die wij, voor 
zoover het de kromme Q^ betreft, in art. 8 bevestigd zuUen zien. 
7. Gomplexhegels met keerribbe. Voor sommige der in het 
vorige art. besproken complexkegels zal de dubbelribbe in 
eene keerribbe overgaan. Dat zal blgkbaar het geval zgn, 
als P ligt op eene basiskromme H^ met keerpunt. Om zulke 
basiskrommen op te sporen, is het noodig de doorsnede van 
de kernkromme C® met het nulvlak e van den kegeltop p 
wat nader in het oog te vatten. In art. 1 werd vermeld, 
dat het nulvlak e van p eene drievoudige koorde van C^, 
te weten de pooUijn g met drie toegevoegde kegeltoppen p\ 
bevat. Het nulvlak sngdt verder C^ nog in twee andere 
kegeltoppen q en r. De kegels p^ sngden e^ daarentegen 



1) Voor het straalalgemeen complex van den derden graad is dit eene con graentie, 
(12,12). (Voss, t.a. p., biz. 69). 
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moeten de kegels 9 en r dit vlak raken , omdat het poolvlak 
van p ten opzichte van beide door de lijn ^ moet gaan. De 
netkegel p zelf wordt door e volgens twee Ignen w en v ge- 
sneden; het z^n de dubbelpuntsraakl^nen in p aan de door 
p gaande basiskromme jR*. AUe oppervlakken door jR* vor- 
men een bundel en raken in p aan e. In den bundel liggen 
vier netkegels , waarvan er twee in den kegel p samenvallen , 
5' en r moeten de beide andere*zijn. Wanneer zal nu B* 
een keerpunt verkr^gen? Dat zal geschieden, als w en v 
samenvallen op p 5' ; in den bundel valt dan een derde kegel- 
top q met p samen, omdat alle bundeloppervlakken in p 
dan eene stationaire aanraking hebben. De keerpunten van 
basiskrommen R^ zgn derhalve die punten p van C^, waar 
het nulvlak e de kernkromme raakt. Het aantal van die 
keerpunten kan langs zeer verschillende wegen worden ge- 
vonden. De rechtstreeksche toepassing van de comcidentie- 
formule van Schubert ^) 

6=^e-\-h — p^ 
is daartoe voldoende. W:l] noemen namel^k h de raaklijn in 
p aan C^ en vragen naar het aantal malen f , dat ^ in ^ 
valt. 

De symbolen «, p^ h beteekenen in volgorde , dat het nul- 
vlak door een gegeven punt gaat, dat A eene gegeven lijn 
snijdt, en dat p in een gegeven vlak ligt. 

In de formule hebben wg te substitueeren 

^ = 14, j9 = 6, A=:16, 
want het ontwikkelbaar oppervlak C/j4 (art. 2) is van de 
klasse veertien, de kernkromme is van den graad zes en van 
den rang zestien. 

Uit dit alles volgt dan ^ = 24 , en wg besluiten tot de 
aanwezigheid van 24 basiskrommen 22^ met keerpunt. 

Wg willen die uitkomst nog anders afleiden en daartoe 
vooraf vragen naar den graad van het regelvlak, gevormd 
door de dubbelpuntsraaklgnen der basiskrommen J?*, anders 
gezegd de sngl^nen van netkegel en nulvlak van p. 

Op eene willekeurige Ign vormen de sngpunten met net- 



1) SCHDBERT, t. a. p., blz. 83. 
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kegel en nalvlak eene overeenkomst (4, 28), die 32 coinci- 
denties telt. Het bedoelde regelylak is dus van den graad 
32. Heeten nu de dubbelpantsraakl^nen h en h\ dan kunnen 
wg aanwenden de coincidentieformule ^) 

£ = A-f-A' — p — e, 

De Yoorwaarden e^ p^ h^ hf hebben de beteekenis, over- 
eenkomende met de zooeven yermelde, € is de yoorwaarde 
voor het samenvallen van A en h\ In verband met het voor- 
afgaande is A = A' = 32 en verder 

/>=12, ^ = 28, 
omdat de dubbelpuntsraakl^nen telkens door de voorwaarde 
p of e bepaald, A en h' of ook A' en A kunnen heeten. 

Uit de formule volgt weer £ = 24 ; de vier en twintig 
basiskrommeu R* met keerpunt z^n opnieuw gevonden. De 
meetkundige plaats der toppen van complexkegels met keer- 
ribbe wordt door deze 24 krommen gevormd. Die meetkundige 
plaats is tegel^k de keerpiintsl^n van het singuliere opper- 
vlak ^). Het ontwikkelbaar oppervlak, gevormd door de 
keerraakvlakken der complexkegels is voor het zeer b^zondere 
complex K in vier en twintig vlakkenbundels uiteengevallen. 

8. Complexkegels met twee dvhbelribben. Zoodra een com- 
plexkegel twee dubbelribben bezit, wordt hg gesplitst in een 
kegel van den tweeden graad en in een stralenbundel. Een 
top van zulk een k^el moet 5f op eene basiskromme H* 
met twee dubbelpunten liggen, of wel het eenige dubbelpunt 
eener basiskromme zijn. De punten p der kernkromme ver- 
keeren in het laatste geval. Werkel^k splitst zich daar de 
complexkegel in den netkegel en het nulvlak ^). Intusschen 
z^n er basiskrommen met twee dubbelpunten ; het z^'n ontaar- 
dingen , bestaande uit eene knoopl:gn en de daaraan toegevoegde 
kromme Q^. Neemt men P op de kromme QJj, dan bestaat 
de complexkegel uit een kegel van den tweeden graad (geen 
netkegel), waardoor Q\^ uit P wordt geprojecteerd en uit 



1) Schubert, t. a. p., biz. 60. 

2) Voss, t. a. p., biz. 144. 

3) De in art. 3 besproken kromme 3f^ valt niteen, de pooll^jn ff Bcheidt zich 
af; er blfjft eene M^ oyer met dabbelpunt in p, rakende aan de beide takken van 
B'* en met de lijn g tot koorde. 
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den stralenbundel P, gelegen in het vlak, dat P met de 
knoopl:gn H^ H2 bepaalt. Sn^dt die knoopl^n Qf, in A en 
B , dan zgn P A en P B de singuliere stralen , en dat zijn 
weer netkegelstralen , omdat zooals in art. 1 werd vermeld, 
de kernkromme door A en B gaat. Komt P langs QJj in 
A, dan is de complexkegel samengesteld uit netkegel en 
nulvlak, welk laatste vlak nu door de knooplijn gaat en in 
A door QJj wordt geraakt. 

Door iedere knooplgn, zoo volgt terloops, gaan twee nul- 
vlakken; het zgn er te zamen dus zes en v^ftig, waarvan 
er veertien door elk hoofdpunt gaan. 

Uit dit alles besluiten wy verder, dat zoowel C^ als de 
acht en twintig krommen Q^ tot het stelsel der dubbel- 
krommen op S zuUen behooren. 

Zoo men wil, kan men 00k zeggen: De toppen der geheel 
in het complex K gelegen stralenbundels vormen eene ruimte- 
kromme van den graad 6 + 3 X 28 = 90. Dat is eene uit- 
komst, die volgens Voss ^) 00k voor het straalalgemeen 
complex van den derden graad geldig is. 

9. Laatste ontaarding van den complexkegel, De complex- 
kegel kan b^ het algemeen complex van den derden graad 
in drie afzonderlgke stralenbundels uiteenvalien, maar dit 
kan in het complex K niet geschieden , omdat in geen enkel 
punt van C^ de netkegel kan ontaarden, evenmin als dit 
het geyal kan zgn met een complexkegel, wieus top op eene 
der krommen Q^ is gelegen. Daartoe zou b^zondere stand 
der basispunten van het net een vereischte z^n. 

Wei daarentegen kan de complexkegel geheel verdwgnen, 
en dit geschiedt in de 8 hoofdpunten, waar iedere straal 
tot K behoort. 

En daarmede zgn alle bgzonderheden , die men bg de 
complexkegels kan aantreffen, besproken; het is thans zaak 
de complexkromme in dit opzicht aan een onderzoek te 
onderwerpen. 

10. CompUxkrommen met dubhelraaklijn, Bg de beschouwing 



1) V08S, t. a. p., biz. 158. Men vergelijke 00k de eigenaardige wijze, waarop 
ScHUBSBT (t. a. p., biz. 272) dit graadgetal afleidt. 
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der complexkegels is de congraentie der singuliere stralen 
reeds gevonden. De in art. 5 opgenoemde eigenschappen in 
aanmerking nemende, kost het dus weinig moeite, om de 
complexkrommen met dubbelraakl^n te vinden. En wel is 
het duidelijk, dat het singuliere vlak van een gegeven net- 
kegelstraal / het raakvlak van den bgbehoorenden netkegel 
p zal zgn. Immers in dat vlak vindt men een kegelsneden- 
net, waarin eene dubbellgn I voorkomt, en de kromme van 
Caylby zal die Ign I tot dubbelraaklgn hebben. De raak- 
punten op Z zgn beide toegevoegde pun ten A, A' van het 
oppervlakkennet. Van alle andere dergeligke puntenparen in 
het vlak ligt A op Z en A' op eene kegelsnee. Derhalve ieder 
raakvlak van een netkegel p is raakvlak van het singuliere 
oppervlak aS, en wel komt het raakpunt P op de basiskromme 
jR*, die in p een dubbelpunt heeft. En daarmede is de klasse 
8 van het oppervlak S bekend. Immers door zeven wille- 
keurige punten gaan acht kegels van den tweeden graad, die 
eene gegeven Ign raken *). Het is wel overbodig , weer in 
herinnering te brengen, dat voor elk ander vlak door den 
singulieren straal I deze Ign enkelvoudige raaklgn der com- 
plexkromme wordt, waarbg dan steeds het raakpunt in het 
singuliere punt P valt. 

Het is intusschen eene belangrgke eigenschap van het com- 
plex K , dat voor geen enkel singulier vlak de dubbelraaklgn 
eene buigraaklgn der complexkromme kan worden, terwgl 
er daarentegen wel eene meetkundige plaats is van singuliere 
punten, waarvoor de dubbelribbe keerribbe van den com- 
plexkegel wordt. En de juistheid dezer opmerking blgkt, 
door in aanmerking te nemen, dat de kromme van Gaylet 
van een kegelsnedennet , hoe bgzonder ook van aard, nooit 
een buigpunt kan vertoonen. Mochten de beide raakpunten 
op de dubbelraaklgn samenvallen, dan valt altgd de kromme 
van Cayley uiteen. Dit is een verschgnsel, hetwelk wg zoo 
aanstonds zuUen aantreffen. 

11. Complexkrommen met twee dubbelraaklijnen, Uit het 
vorige artikel volgt vanzelf, dat wg complexkrommen met 



1) SCHUBEET, t. a. p., blz. 104. (%vjLe^ « 8). 
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twee dubbelraaklgnea zuUen ontmoeten in die singuliere 
vlakken, welke twee netkegels aanraken. Van het sn^punt 
der aanrakingsribben is het toegevoegde pnnt onbepaald; dit 
punt heeft in het gemeenschappel^'k raakvlak eene pooUijn, 
en daarom alleen zgn de nulvakken dubbelraakvlakken van 
het oppervlak S. Dit laatste bezit derhalve een dubbelaan- 
rakend ontwikkelbaar oppervlak U^^ van de veertiende klasse ^). 
Het is de meetkundige plaats der vlakken van de geheel in 
het complex K gelegen stralenbundels ^). Behouden w^ de 
schr^fw^'ze van art. 7, dan toonen wg gemakkel^k aan , 
dat de complexkromme in het nulvlak e van den kegeltop 
p is uiteengevallen , en bestaat uit den stralenbundel p be- 
nevens eene kegelsnee, die op de pooUgn g de netkegelstralen 
p q en pr aanraakt. Laatstgenoemde l^nen zijn das inderdaad 
de beide dubbelraaklijnen der ontaarding ; z^ vormen te zamen 
met de pooU^n g de meetkundige plaats der toegevoegde 
punten A, A'. 

Maar behalve de vlakken van U^^ is er nog eene twee- 
voudige oneindige hoeveelheid van andere vlakken, wier 
complexkrommen twee dubbelraaklijnen bezitten; dat zijn de 
vlakken, die door een hoofdpunt gaan. Men overtuigt zich, 
dat die kromme voor zulk een vlak door het hoofdpunt Hj 
bestaat uit den stralenbundel H^ benevens eene kegelsnee. 
Meetkundige plaats der toegevoegde punten A, A' is eene 
kromme van den derden graad met H^ tot dubbelpunt. De 
dubbelpuntsraaklgnen , gelegen op het netoppervlak , dat in 
Hj het beschouwde vlak raakt, zgn tegelgk de dubbelraak- 
Ignen der complexkromme, zonder dat men ze als singuliere 
stralen van K heeft te beschouwen. 

In vlakken door een hoofdpunt kan het gebeuren, dat de 
beide dubbelraaklgnen samenvallen, en dat het hoofdpunt 
op de kegelsnee komt. Dat zal plaats vinden, als het vlak 
in Q een netkegel raakt en daardoor een singulier vlak wordt. 

Voor het verdere onderzoek van S is het wenschelgk, de 



1) Men vergelijke art. 2. 

2) Voor het straalalgemeen complex is dit een oppervlak van de klasse 90 
(Voss, t. a. p., biz. 158). 
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meetkundige plaats van die vlakken te bepaleu. Wg verbinden 
het hoofdpunt H met een willekeurig punt P, merken op, 
dat alle netoppervlakken , die in H de Ign HP raken, een 
bundel vormen, waarin vier netkegels voorkomen. Door P 
gaan derhalve vier vlakken , welke in H een netkegel raken ; 
met andere woorden: de raakvlakken in een hoofdpunt aan 
het singuliere oppervlak S omhuUen een kege/l van de vierde 
klasse. 

Reeds hier kan men den graad van dien kegel bepalen. 
Elk raakvlak van den kegel toch komt overeen met een 
punt van C^ en omgekeerd; daarom is de kegel evenals de 
kernkromme van het geslacht 3 en dientengevolge van den 
twaalfden graad. 

12. Complexkrommen met drie dubbelraaklijnen. Eene com- 
plexkrOmme met drie dubbelraaklgnen moet uit drie stralen- 
bundels bestaan. Dat komt in de eerste plaats voor big alle 
vlakken, die door een knooplgn gaan. Sngdt bij voorbeeld 
een vlak door de knooplijn Hj H^ de toegevoegde kromme 
QJj in P, dan bevat dat vlak drie stralenbundels P, B^ en 
H^ van complexstralen. De dubbelraaklgnen P Hj , P H^ en 
H^ fl^ zgn geen singuliere stralen van K] daarom is het vlak 
geen drievoudig raakvlak van S, Evenwel zgn er twee vlakken 
door de knooplgn H^ H^ , die zich van de overige onder- 
scheiden, omdat het nulvlakken zgn. Wg hebben dievlakken^ 
reeds in art. 8 opgemerkt. Daar werd er op gewezen , dat 
de knooplgn Hj H^ in twee punten A en B de toegevoegde 
kromme QJ, op de kernkromme ontmoet, en dat het nul- 
vlak van A (respectievelgk B) door Hj H^ gaat en de raak- 
Ign van QJ, in A (respectievelgk B) bevat. Dat nulvlak van 
A raakt dan tevens de kernkromme in B. Daar vallen twee 
netkegeltoppen samen , waarvan de kegels langs H^ H2 het 
nulvlak aanraken. De daarin voorkomende complexkromme 
bestaat uit drie stralenbundels, wier toppen A, Hj en H^ 
thans op eene rechte Ign zgn gelegen. Wg komen bg de 
beschouwing van S op deze vlakken terug. Maar de moge- 
Igkheid bestaat, dat U^^^ werkelgke drievoudige raakvlakken 
bezit, dat er dus nulvlakken zgn, die drie afzonderlgke 
netkegels aanraken. Om daarover te beslissen, beschouwen 
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w^ weer de ligging van de zes punten der kernkromme p, 
J, r, p\j p2^ p\ in het nulvlak e van p. Wg vragen ons 
af, of voor een der drie toegevoegde kegeltoppen p\y p\, 
Pj, op de pooUgn g van p gelegen, ook de poollgn g' in 
het nulvlak e kon geraken. Was dat het geval, dan kon /, 
die altgd door p moet gaan, niet tegelijkertgd j en r bevatten, 
omdat een zestal punten van (7^, die met eene ruimtekromme 
van den derden graad de volledige doorsnede van twee 
oppervlakken van den derden graad uitmaakt, nooit drie aan 
drie op twee elkaar sn^dende I^nen kunnen liggen. Yiel 
derhalve g\ in e , dan ging die lijn behalve door p door een 
der punten q of r, en verder door een toegevoegden kegel- 
top, bij voorbeeld p\, 

Dan waren evenwel ten opzichte van het net aan p\ zoo- 
wel p als p\ toegevoegd, en moest noodzakel^k de pooUijn 
^3 van p^ de punten p, r en p\ verbinden. In die onder- 
stelling zou het vlak door de kegels q, r en p\ worden ge- 
raakt en inderdaad drievoudig raakvlak van S zgn; Het zou 
het net sn^den volgens kegelsneden, die den driehoek p, 
p\^ p\ tot gemeenschappelgken pooldriehoek hebben, en de 
complexkromme zou uit de drie stralenbundels p^ p\ , p^ 
bestaan. 

Dat nu zulke vlakken werkel^k voorhanden z^n, leert de 
eenvoudige toepassing van de in art. 7 gebruikte co'inciden- 
tieformule 

die ons zal doen zien, hoe dikwgls de pooll:gn g\ in e valt. 
Hierin is g\ = 24 , want de drievoudige koorden van O 
vormen een oppervlak van den graad 8 ^) , en van de drie 
op zulk eene koorde gelegen punten kan elk het punt p\ 
zign. Voorts is e = 42 , omdat door een gegeven punt veertien 
vlakken e gaan, die elk drie toegevoegde kegeltoppen be- 
vatten. Eindelgk is p'j = 1 8 , want in een gegeven vlak vallen 
zes punten p\^ waaraan weder drie punten p zijn toegevoegd. 
De formule levert ^ = 48. 

Geraakt echter g\ in e, dan liggen, zooals wg zagen, 



1) Salmon , Geometry of three Limetuions , 4th Ed , biz. 432. 

N. A. V. W. DL XIX. 2 
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voor elk tweetal hoekpunten van driehoek ppi Pz <ie pool- 
Ignen in het nulvlak van het derde hoekpunt. Derhalve zgn 
er 48 : 6 = 8 nulvlakken met drie verschillende poollgnen of 
acht vlakken , die geen hoofdpunt bevatten , en wier complex- 
kromme toch in drie stralenbundels is ontaard. Wg willen 
langs anderen weg die uitkomst bevestigen. 

En wel stellen wg daartoe de vraag: Hoeveel poollgnen 
g liggen in het complex K^ Omdat nu K van den derden 
graad is, en de poollgnen een regelvlak van den graad acht 
vormen, is het antwoord: vier en twintig. Zulke poollgnen, 
deed de voorafgaande redeneering zien, liggen even wel drie 
aan drie in een vlak; daarmede zgn de acht vlakken, die 
elk drie poollgnen bevatten, opnieuw gevonden. 

En hiermede zgn de voomaamste verschgnselen, de com- 
plexkromme betreflfende, afgehandeld. Verdere ontaarding toch 
komt niet voor. Het complex K telt geen hoofdvlakken , 
waarin iedere Ign complexstraal is, en wel om de eenvoudige 
reden , dat door de zeven basispunten geen netoppervlak gaat, 
dat in twee vlakken is uiteengevallen. 

13. Het singuliere oppervlak S. Wg gaan er thans toe over 
zoo nauwkeurig mogelgk het singuliere oppervlak S te be- 
schrgven. Gaandeweg hebben wg daaromtrent in de vorige 
artikelen allerlei uitkomsten gevonden , die wg hier nog eens 
zuUen samenstellen en met eenige andere vermeerderen. Voor 
zoover doenlgk berekenen wg voor S de verschillende sin- 
gulariteiten , ten einde te doen zien , hoezeer deze getallen 
afwgken van die, welke Yoss aan het slot van zgne ver- 
han deling voor het straalalgemeen complex van den derden 
graad opgeeft^). 

Vooreerst zagen wg , dat S is van den graad n = 24 *) 



1) Voss, t. a. p. biz. 158. 

2) W\j gebroiken voor de verschillende kenmerkende getallen van S de notatie 
van Catlky. (Salmon, t. a. p., biz. 592). 

Wil men de indirecte bepaling van het graadaantal n in art. 6 door eene meer 

rechtstreeksche vervangen, dan kan dit met behulp van eene co'incidentieformnle 

gemakkel^k gesch'ieden. Noemen wij p een netkegeltop, q een punt op de bgbe- 

hoorende basiskromme R", h den netkegelstraal, die deze ponten verbindt, dan 

hebben wg 
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(art. 6) en van de klasse n' = 8 (art. 10); dat het stelselder 
dubbelkrommen gevormd wordt door acht en twintig knoop- 
Iflnen, door acht en twintig krommen Q^ (art. 6) en door 
de kernkromme C^ (art. 8), wat te zamen eene dubbel- 
kromme van den graad J =-118 vertegenwoordigt. Van die 
dubbelkrommen gaan door ieder hoofdpunt blijkbaar y = 28 
takken , terwgl zg elders een aantal van t = 56 drievoudige 
punten (art. 8) bezit. 

Het onderzoek der keerpuntsl^n deed zien , dat deze bestaat 
uit vier en twintig basiskrommen jR* (art. 7) , zoodat zg als 
eene kromme van den graad c == 96 moet worden aangemerkt , 
die met ;? = 24 takken door elk hoofdpunt gaat en verder 
op de dabbelkromme /3 = 24 keerpunten telt. 

Wanneer wg daarb^ in aanmerking nemen, dat de oscu- 
latiekegel in een hoofdpunt van de klasse v = 4 is (art. 11), 
dan kunnen wig uit die gegevens tot den graad van veel- 
vuldigheid der hoofdpunten op het singuliere oppervlak be- 
slissen. Een kegel toch van de klasse v = 4 met y = 2S 
dubbelribben en z = 2i keerribben is niet anders dan de 
algemeene kegel van de vierde klasse, en daarom, zooals reeds 
in art. 11 bleek, van den graad ^c* = 12. De hoofdpunten 
zgn derhalve twaalfvoudige punten op het singuliere opper- 
vlak. Uit het voorafgaande volgt bovendien, dat door een 
hoofdpunt geen vlakken gaan, die het oppervlak S elders 
raken. 

Wat de reciproke bgzonderheden aangaat, wg troffen 
(art. 11) een dubbelaanrakend ontwikkelbaar oppervlak U^^ 
van de klasse 6'= 14 aan , hetwelk (art. 12) t = 8 drievoudige 
raakvlakken bezat. Op bgzondere vlakken van anderen aard 
werd in art. 12 de aandacht gevestigd. Beschouwen wg weder 
de kromme Ql j , die de bgbehoorende knooplgn Hj H^ en 
tegelgk de kernkromme C^ in A en B ontmoet, Wij trachten 
het raakvlak van S te vinden in een willekeurig punt P van 
Hi Hj. 

Wanneer wg voor de ontaarde basiskromme, bestaande uit 



Hierin is: cA = 82 (art. 7), p* = 0, q* =n, ^^ = 6X2 = 12, h^ = 4, 

en daaroit volgt weder 

» = 24. 
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Hj H^ en QJj, het dubbelpunt in A nemen, moet het sin- 
guliere vlak in P den netkegel A raken en dus met het 
nulvlak van B samen vallen. Nemen w^ daarentegen het 
dubbelpunt der basiskromme in B, dan zou het singuliere 
vlak in P met het nulvlak van A samen vallen. Daaruit volgt , 
dat door de knooplgn Hj H^ twee bladen van het oppervlak 
S gaan. Het eene blad wordt overal door het nulvlak van 
A, het andere blad overal door het nulvlak van B geraakt. 
De knooplijn telt dus tweemaal als » pinch-line", en de beide 
nulvlakken zgn » pinch-planes" van U^^^ welk oppervlak dus 
/ = 56 van die bgzondere vlakken bezit. Bovendien is het 
geslacht van U^^ blijkbaar gel^k aan dat der kernkromme 
en daarom gelgk 3; buig vlakken bezit U^^ niet, daaruit 
volgt, dat het aantal sch^nbare dubbel vlakken A' = 51 be- 
draagt, en dat de graad van het oppervlak U^4 (eigenlgk 
rang van de b^behoorende graatlgn) door q' = 32 wordt 
uitgedrukt. 

Merkwaardig is het, dat op <S geene eigenlyke spinodale 
kromme voorkomt. Immers Voss *) bewgst : De meetkundige 
plaats der toppen van complexkegels met keerribbe is de 
keerpuntslgn van S] de meetkundige plaats van de vlakken 
der complexkrommen met buigraaklijn is de spinodale om- 
huUende van S\ de keerraakvlakken der complexkegels raken 
aan een oppervlak (accessorische Flache), waarop tegelgk de 
buigpunten der complexkrommen gelegen zgn. Nu zagen wg 
(art. 10), dat er geen complexkrommen met buigraaklgn 
waren, en dat de keerraakvlakken (art. 7) geen eigenlgk 
oppervlak omhuUen, en daaruit mag men opmaken, dat de 
spinodale kromme met al de daarbg behoorende singulari- 
teiten op S ontbreekt. 

Het is thans van belang, om uit al deze getallen de 
overige singulariteiten van S te bepalen door middel van de 
formules van Cayley ^). Daarbg stuiten wg echter eeniger- 
mate op bezwaren, voortkomende uit de aanwezigheid van 
acht twaalfvoudige punten, die deze formules hunne geldig- 



1) Voss . t. a. p., biz. 144. 
Salmon, t. a. p., biz. 596. 
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held doet yerliezen. Die formules onderstellen toch, dat de 
keerpuntslgn geeue werkel:gke dubbelpunten bezit, dat op de 
dubbelkromme hoogstens drievoudige punten voorkomen, en 
dat er geene kegelpunten zgn van hoogeren dan van den 
tweeden graad. En al kunnen die bezwaren min of meer nit 
den weg geruimd worden door de verbeteringen van Zbuthbn ^) , 
ook dan nog zgn niet alle getallen van Caylby te berekenen , 
omdat ejikele daarvan hunne beteekenis hebben verloren. 

Hieronder volgt de l^st der kenmerkende getallen, voor 
zoover de berekening voor dit bijzonder oppervlak kan ge- 
schieden. De getallen tusschen haakjes zgn door Yoss voor 
het straalalgemeen complex van den derden graad gevonden. 



van de dubbel- 
kromme 



graad van het oppervlak 

graad van den raakkegel uit een willekeurig 

punt (rang van het oppervlak) 

aantal dubbelribben j . . , 

. , , ., , van den kegel . . . . 

aantal keernbben | ° 

klasse van de » nodal torse*' 

klasse van de > cuspidal torse'' 

graad 

aantal schgnbare dubbelpunten 

aantal werkelijke dubbelpunten 

aantal drievoudige punten 

aantal > pinch-points'' 

klasse 

graad 

aantal schgnbare dubbelpunten 

aantal punten >of an unexplained 

singularity" 

aantal > close-points" 

aantal > off-points" 

klasse 

aantal sngpunten van de dubbelkromme en 
keerpuntslgn: 

1. keerpunten op de keerpuntslgn . . . . 

2. keerpunten op de dubbelkromme . . . . 



van de keer- 
puntslgn 



n = 24 (24). 

a = 28 (84). 
5=284(3060). 
jc = 60 (276). 
p = 140 (900). 
(7 = 48 (336). 
6 = 118(90). 
k 

f 

t = 56 (120). 

y=o. 

c = 96 (96). 
h (3696). 

6 = 0. 

x=o. 

« = 0. 



/3=24(360). 
y = (0). 



1) Salmon, t.a. p., biz. 603. 
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3. enkelvoudige sngpuuten 
aantal >cnicnodes" . . . 
aantal »binodes" . • . 



van de doorsnede 



klasse van bet oppervlak 

klasse van eeue vlakke doorsnede (rang van 

het oppervlak) 

aantal dubbelraaklgnen 

aantal buigpunten 

graad der connodale kromme . 

graad der spinodale kromme . 

klasse 

aantal sch^nbare dubbelvlakken 

aantal werkelgke dubbelvlakken 

aantal drievoudige vlakken 

aantal > pinch-planes" 

graad 

(De gctallen dualistiscb overeenkomende met 
de getallen: c, A, d, ;^, «, r, /3, y, i bebben 
betrekking op de spinodale kromme en worden 
daarom alle nul). 

aantal »cnictropes" 

aantal »bitropes" 



van de 

connodale 

omhuUende. 



t 



G=0. 
B=0. 

n' = 8 (24). 



a' = 

K = 

P' = 

6' = 

/= 
t' = 

/ = 



: 28 (84). 
204(3060) 
108 (276). 
: 60 (900). 
: (336). 
: 14 (90). 
= 51. 
= 0. 

= 8 (120). 
= 56. 
= 32. 



C 



0. 
0. 



Ter rergelgkiiig schr^ven wg de formules, die Toor de 
bepaling dezer getallen zgn gebraikt. Wg geven aan die 
formules de nummers, waarmede z^ in Salhon voorkomeu. 

a^ciy 1) 

a = n(n — 1) — 26— 3c, 4) 

x' = 3 n (n — 2) — 6 6 — 8 c , 5) 

y = t n (n — 2) (n* — 9) — (n* — n — 6) (2 J + 3 c) + 

+ 26(6 — l) + 66c + |c(c— 1), 6) 

a(n-2) = x-5 + p + 2<7+3« + 2 [ar(jtt— 2)->j-2 ?] , 7) 

6(„_2) = p + 2/3 + 3y + 3« + 2:[y(3t>-2)], .8) 

c (n _ 2) = 2 (T + 4 jS 4- y + « + « + £ [«: (itt — 2)], . 9) 

a (n - 2) (n-3) = 2 (5- C-3 a)+ 3 (a c-3 <r-x-Z a) + 

+ 2(a6-2p-i) + 2[^(-4A* + 7) + 2„ + 4?:], 10) 
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a' = n'(w'— 1) — 26 —3c', 15) 

x = 3n'(n'— 2) — 6 6'— 8 c', 16) 

3 = |n'(n' — 2)(7i'^ — 9) — (w'^ — w' — 6)(2 6'4 3c') + 
+26'(6'-l)+66'c'+|c'(c'-l), .... 17) 
a'(n'— 2) = x'~^ + p'+2(r' + 3«', ... 18) 

6'(n'_2) = p' + 2/3' + 3y' + 3t' 19) 

a' {n' — 2) (w' — 3) = 2 (3' — (7 — 3 «') + 

+ 3(a'c' — 3(r' — a:' — 3«') + 2(a'6' — 2p'— /), . 21) 

j' = 6'2_j/_2jfe'_2/ — 3/ — 6«'. ... 24) 

Do termen met het teeken Z in do formules 7) tot 10) 

zgn de correcties Van Zeutuen. EIke som Z bestaat uit acht 

termen I waarin 

^ = 12, y = 4, x = 4t, y = 28, ^ = 24, )^ = 0, e:=0. 
Met een enkel woord willen w^ nog melding hiaken van 
de congruentie der singuliere stralen (4, 12). Het brandy lak 
van zulk eene congraentie bestaat volgens Yoss ^) uit twee 
afzonderlgke deelen, te weten vooreerst het oppervlak/S, ten 
tweede de zoogenaamde >accessorische Flache." 

In het bgzondere geval van het complex K ontbreekt dit 
oppervlak; het is vervangen door de kemkromme C^. Eene 
menigte eigenschappen , door Yoss medegedeeld , die betrek- 
king hebben op de onderlinge ligging der beide deelen van 
het brandvlak , hebben yoor het complex K geheel hunne be- 
teekenis gewgzigd. 

14. Het complexvlak V van een gegeven as I ^). Onder het 
complexvlak van een gegeven as I verstaan w^ de meetkun- 
dige plaats van de complexkrommen , gelegen in de vlakken 
door Z, of, wat hetzelfde is, de omhuUende yande complex- 
kegels, wier toppen op I yallen. Onmiddell^k is daarvan de 
graad en de klasse bekend. Immers door I gaan zes vlakken, 
die een der complexkegels aanraken; dus is de top van den 
kegel volgens art. 5 een punt van zes verschillende com- 
plexkrommen. 

De l^n I is daarom eene zesvoudige Ign van F, en daar 
verder een vlak door I eene complexkromme van den zesden 



1) Voss, t. a. p., biz. 88. 

2) Voss, t.a.p., biz. 188. 
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graad bevat, is V van den graad 12. Men behoeft de rede- 
neering slechts dualistisch om te zetten, om in te zien, dat 
ook de klasse door hetzelfde getal wordt uitgedrukt. Op de 
as I liggen verder vier en twintig pinch-points; het z^n de 
sn^punten van I met het oppervlak Sy toppen van complex- 
kegels metdubbelribbe. leder vlak toch door die dubbehibbe 
moet in zulk een punt raken aan V, terw^l de dabbelribbe 
zelve tot V behoort, wanneer men het oppervlak als meet- 
kundige plaats van z^ne raakvlakken beschouwt. 

Eveneens gaan door de as vier en twintig pinch-planes; 
het z^n ten eerste acht raakvlakken van aS, die eene com- 
plexkromme met dubbelraakl^n bevatten. Zulk een vlak raakt 
V in elk punt op de dubbelraaklgn , die zelve tot F behoort, 
als men het oppervlak als meetkundige plaats z^ner punten 
aanmerkt. 

Ten tweede z^n het de vlakken door de as en een der 
hoofdpunten gebracht. Daarin ligt telkens eene complex- 
kromme met twee dubbelraakl^nen ; z^ moeten derhalve ieder 
voor twee pinch-planes worden geteld. 

Hieruit kan nu, zooals door Yoss is aangegeven, de rang 
van V worden afgeleid. Wg tellen de raaklgnen uit een 
willekeurig punt aan eene gegeven vlakke doorsnede. Vooreerst 
hebben w^ dan de vier en twintig Ignen^ die het gegeven 
punt met de pinch-points verbinden en de drie raaklgnen 
aan de complexkromme. Daar bovendien het vlak door de 
as een zesvoudig raakvlak is, moet men de l^nen uit het 
gegeven punt naar de snigpunten van de as in de complex- 
kromme tweemaal als raaklgn in rekening brengen. Het ge- 
zamenl^k aantal raaklgnen bedraagt derhalve negen en dertig. 
Het complexvlak bezit verder nog eene keerpuntsl^n , waarvan 
wij den grond kunnen bepalen. Daartoe noemen wg gt^g2iffz 
drie complexstralen van een willekeurigen stralenbundel met 
top p en vlak e, dan zal de gezochte graad van de keer- 
puntsl^n bl^kbaar uitgedrukt worden door het symbool 

waarin de letters e, p, ^ de reeds meermalen vermelde be- 
teekenis hebben. 

Voert men de aangewezen vermenigvuldiging uit , vereenigt 
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men gelgkwaardige symbolen, dan levert de herleiding met 
behulp van de incidentie-formules van Schubeet 

Hierin is onmiddell^k te stellen 

,3^2_3X2X1 = 6, ^^gr, ^, = 3X3 = 9, 
zoodat er volgt 53^^^ = 21 als graad der keerpuntslgft. 

De hier gevonden geiallen zijn geldig voor het straalalge- 
meen complex. Behalve door Voss zgn z^ 00k door Schubeet *) 
berekend. 

Wg hebben hier alleen de afleiding verricht om zekerheid 
te bezitten, dat zg voor het zeer bgzondere en niet met zich 
zelf reciproke complex K zich niet hebben gew^zigd. 

Met deze aanduidingen omtrent het complexvlak V meenen 
wij te kunnen volstaan. 

15. De bundel 2 der basiskrommen jB*. In bijna alle voor- 
afgaande beschouwingen ontmoetten w^ de basiskrommen 
van het net, en vele uitkomsten, afgeleid met het oog op 
het complex K^ zgn zonder meer 00k van belang voor het 
onderzoek van den bundel 2 van ruimtekrommen van den 
vierden graad en van de eerste soort, die door zeven pun ten 
gaan. Al dadel^k was het ons bekend, dat in den bundel 
eene kromme door een gegeven punt gaat, dat er negen 
een gegeven vlak osculeeren (art. 4), dat geene enkele kromme 
eene gegeven l^n tot koorde of raakl^n heeft, tenz^ die l^n 
tot het complex K behoort. Ook bew^st men gemakkelgk, 
dat er vier krommen zgn , die twee gegeven l^nen snigden , 
zoodat wg volgens de schrgfwgze van Schubeet hebben 

Verder leerden wg het oppervlak S kennen, dat door de 
krommen met dubbelpunt werd gevormd en toonde aan, 
dat het aantal krommen met keerpunt vier en twintig, en 
dat met twee dubbelpunten acht en twintig bedroeg. 

In het bgzonder merkten wg in art. 2 en 4 op, dat een 
complexstraal h osculatiekoorde van eene basiskromme kan 
zgn. Het tangentiaalpunt q was keerpunt op eene complex- 
kromme, gelegen in het osculatievlak e; tegelgk was e buig- 



1) ScHUBEBT, t. a. p., blz. 271. 
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ylak van den complexkegel met den top q. De vraag doet 
zich Yoor , of eike complexstraal osculatiekoorde is. Deze vraag 
is eigenlijk reeds door Voss beantwoord ^) , die deed zien , 
dat iedere complexstraal voor vier kegeltoppen buigstraal, 
tegel^k yoor de vier baigvlakken keerraaklgn wordt, en dat 
de dubbelverhouding der vier kegeltoppen gelgk is aan die 
der overeenkomstige buigvlakken. 

Wg willen nagaan, of voor het complex K die stellingen 
van kracht blgven. Wg denken ons daartoe het netoppervlak 
i^, dat door den gegeven complexstraal h gaat, en construeeren 
de ruimtekromme iZ^, die volgens art. 1 aan h is toegevoegd. 
De straal h draagt twee toegevoegde punten A, A', daarom 
sngdt R^ het oppervlak F^ elders in vier punten o', wier 
toegevoegden o op A vallen. De l^nen o c! z^n blgkbaar be- 
schrgvende Ignen van F^\ de basiskromme jB* door o raakt 
oo' (art. 2), ligt op F'^ en sn^dt h m q. Het osculatievlak 
van R^ in o valt, omdat die kromme de beschrgvende Ign 
d raakt , samen met het raakvlak ^ in o aan jP^ ; daarom 
is q taDgentiaalpunt, o osculatiepunt , e osculatievlak, en wg 
hebben bewezen , dat inderdaad iedere straal van K osculatie- 
koorde is van vier krommen iZ* uit den bundel. 

Bedenken wg nu , dat op A de beide sngpunten met eene 
veranderlgke basiskromme involutorische puntreeksen beschrg- 
ven, dan hebben wg tevens aangetoond, dat de dubbelver- 
houding der vier punten q gelgk is aan die der vier vlakken 
e, omdat die dubbelverhoudingen even groot zgn als de 
dubbelverhouding der vier punten o. 

16. De meefhundige plaats der buigpunten en de omhullende 
der buigraukvlalchen van de krommen R^. Zonder nu Voss 
verder te volgen in zgne rangschikking der complexstralen, 
berustende op de groepeering der tangentiaalpunten y ^) , is 
het toch voor de kennis van 2 wenschelgk ten minste nog 
de singuliere stralen in dit opzicht te onderzoeken. Wg denken 
ons A straal van den netkegel p , welke kegel derhalve treedt 
in de plaats van het oppervlak F'^. De aan h toegevoegde 



1) t. a. p., biz. 63. 

2) t.a.p., biz. 69, 
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R^ ontaardt in eene kegelsnee , die de pooUgn g van p ont- 
moet. Die kegelsnee sngdt h in de beide toegevoegde punten 
A en A', maar kan den kegel niet elders in o' sngden, 
omdat volgens de voorafgaande beschouwingen het toege- 
voegde punt in den kegeltop p zou moeten vallen, wat 
blgkbaar onmogelgk is. Die kegelsnefe moet dus den netkegel 
p in A en A' raken; de kromme jB* evenwel door A ge- 
bracht, raakt (art. 2) A A', zoodat het tangentiaalpunt q 
met het osculatiepunt o in A samenvalt. Anders uitgedrukt, 
hebben w^ bewezen , dat het punt A een buigpunt ^) is voor 
de door dit punt gaande basiskromme , en wg besluiten: De 
meetkundige plaats van de buigpunten der krommen i2* is 
het oppervlak TT, meetkundige plaats der toegevoegde punten 
A, A' op de netkegelstralen ; de omhuUende der buigraak- 
vlakken dezer krommen is het singuliere oppervlak 5, twee- 
maal geteld. 

Van het oppervlak W bepalen wg den graad | met behulp 
van de coi'ncidentieformule 

£A = ^2 + J.'2 + A, — A^. 

De beteekenis der hier voorkomende symbolen behoeft 
waarschgnlgk geene nadere uitlegging. Blgkbaar is 

A^ = A'' = ^, A,= 12X2 = 24, A^ = 4x2 = 8. 

Wat de coincidentie voorwaarde s h betreft , op de acht en 
veertig netkegelstralen door de hoofdpunten , die eene gegeven 
Ign ontmoeten, vallen de punten A, A' samen; wg hebben 
dus £A = 48, en dan volgt | = 16. Het oppervlak W van 
den graad 16 bevat de knooplgnen en de kernkromme , terwgl 
het de hoofdpunten tot veelvoudige punten heeft. 

Dat laat zich gemakkelgk bevestigen. Beschouwen wg op 
een gegeven netoppervlak F^ de meetkundige plaats van het 
tangentiaalpunt van het hoofdpunt Hj , dan is dit eene kromme 
van den veertienden graad, die in Hj een zesvoudig punt 
en in de overige hoofdpunten drievoudige punten heeft ^). 
Op F^ liggen derhalve zes basiskrommen , waarvoor het 
hoofdpunt Hj een buigpunt is. De doorsnede van de opper- 

1) Kortheidshalve noemen wij de panten eener raimtekromme , waar het osou- 
latievlak stationair is, ^baigpanten.'" 

2) ffUkfindige Opgaven, deel IV, n®. 199, door P. H. Schoutb. 
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ylakken TT en i^* is derhalve eene kromme met zes takken 
door ieder hoofdpunt, waaruit volgt, dat die hoofdpunten 
zesYOudig op W zgn. Eene gegeven basiskromme -R* sn^dt 
W^ behalve zesmaal in elk hoofdpunt, nog zestienmaal in hare 
buigpunten ^). Uit het gezamenl^ke aantal van yier en zestig 
doorsngdingen leidt men af, dat W van den graad §= 16is. 

17. De congruentie der dubbele osculatieicorden. Zooals be- 
kend is ^) , bezit iedere kromme jB* een aantal van vier en 
twintig koorden, vier aan vier op zes netoppervlakken ge- 
legen, die de eigenschap vertoonen, dat het osculatievlak 
van ieder uiteinde door het audere uiteinde gaat. Zulk eene 
koorde zullen wg eene > dubbele osculatiekoorde'' uoemen. 
In het vorige art. bleek, dat een willekeurige complexstraal 
h drager was van vier paar punten o, q, die op den straal 
eene involutie vormden.. De straal werd buigraaklgu van eene 
iZ*, wanneer een der vier punten o, bgv. o^, met het bgbe- 
hoorende punt q^ samenviel. Het zal echter ook voorkomen, 
dat een der punten o, bgv. o^, samenvaltmet het punt q^^&i^ 
uit de involatorische ligging der beide viertallen van punten 
volgt, dat dan tegelgkertgd ook o^ in q^ geraakt, waardoor 
de straal h eene dubbele osculatiekoorde wordt. Zulke stralen 
vormen eene in K gelegen congruentie, waarvan wg graad 
en klasse kunnen aangeven. 

Beschouwen wg den complexkegel van een willekeurig 
punt P, dan weten wg , dat op de stralen van dien kegel 
de tangentiaalpunten q eene kromme van den graad 21, de 
osculatiepunten o eene kromme van den graad 13 zullen 
vormen. Immers iedere straal draagt vier paren o, j, buiten- 
dien komt q negenmaal, o eenmaal in P. Wg passen nu 
toe de co'incideutieformule 

en zoeken het aantal s der comcidenties tusschen o^ en ^2 
op de complexstralen van P. 

Ingevolge het voorafgaande is het duidelgk, dat 
Oi = 13X3, ^2 = 21X3, A = 3X4X3. 



1) Salmon, t. a. p., biz. 812. 

2) Schb5teb, TAeorie der Rawmkurve vierter Ordnung, biz. 81. 
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Wg vinden dus * = 66. Door P gaan intusschen veertien 
nalpuntstralen A; zalk een straal gaat door het dubbelpunt 
van eene basiskromme R^ en ligt in het vlak der dubbel- 
puntsraakl^nen. In het dubbelpunt vallen twee pnnten o 
bl^kbaar met de toegeyoegde punten q samen; dat telt voor 
twee oneigenl^ke comciden^ies van Oj en q^. De overige 
coincidenties zgn derhalve ten getale van 66 — 28 = 38 ; zg 
komen twee aan twee op iederen complexstraal voor, en w:g 
besluiten, dat er negentien dubbele osculatiekoorden door 
een gegeven punt P gaan. Het is wat bezwaarlgker , om te 
vinden , hoeveel van die koorden in een gegeven vlak liggen. 

Wg beginnen met aan de beschouwingen van art. 15 te 
ontleenen, dat als wg het osculatiepunt o in het hoofdpunt 
Hj aannemen, de meetkundige plaats van het tangentiaal- 
punt q een oppervlak is van den zevenden graad, hetwelk 
een zesvoudig punt in Hj heeft. Daaruit volgt, dat, wanneer 
wg q eene recht^ Ign x laten doorloopen, een netoppervlak 
2X9 + 8X7 = 74 van de bgbehoorende punten o bevat. 
In dat geval beschrgfb dus o eene kromme van den graad 
37. Leggen wij door x een vlak ;r, dan zal het zeven en 
dertig malen gebeuren, dat o in a- komt, en wel valt vol- 
gens art. 15 het punt o zestienmaal met ^ op ^ samen. Er 
zgn dus een en twintig complexstralen h in ^, die een 
tangentiaalpunt ^ op ^ hebben; anders gezegd, de meet- 
kundige plaats van q op de complexstralen van tt is van den 
graad 21. Wat is de meetkuudige plaats der punten o? 

Dat leert de toepassing der coincidentieformule 

Daarin is ten eerste y^ = 21, A = 3 X 4 ; verder is « = 2 X 12, 
omdat op de twaalf netkegelstralen van tt telkens twee coinci- 
denties van Oj en q^ voorkomen. Wg vinden dus Oi = l5; 
de meetkundige plaats der punten o is van den vgftienden graad. 
Gaan wg nu ten laatste aanwenden de formule 

6 = Oi -f ^2 — A , 
dan is weer 

Oi = 15X3, ?, = 21X3, A = 3X4X3, 
en wg verkrggen 

6 = 72. 
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Op de zes nulpuntstralen in ;r treffen wg weder twee 
oneigenlgke coincidenties aan ; de overige coincidenties tusschen 
Oj en q^ komen altgd twee aan twee op een complexstraal 
voor. Zoo komen wg tot het besluit, dat er in tt een aantal 
van \ (72 — 12) = 30 dubbele oscalatiekoorden te vinden z^n. 

W^ willen ten slotte er nog op wgzen, dat ieder net- 
oppervlak twaalf dubbele oscalatiekoorden bevat , die vier aan 
vier bg drie verschillende basiskrommen behooren , en dan het 
onderzoek van de beschouwde congruentie niet verder voort- 
zetten. Ook de studie van die scheeve veelhoeken , beschreven 
in de krommen i2*, wier zgden door beschrgvende Ignen van 
een zelfde netoppervlak worden gevormd, ligt buiten het 
bestek van dit opstel. 

18. Enkele veranderingen evenwel, die het complex K 
ondergaat , wanneer men de gegeven basispunten in bgzondere 
ligging brengt, mogen wg niet met stilzwggen voorb^gaan. 
Zoo kort mogelgk wgzen wg daarom op de vplgende vier 
gevallen ^) : 

a) vier basispunten liggen in een plat vlak, 
h) de netopp^rvlakken hebben een gemeenschappelgk pool- 
viervlak , 

c) drie basispunten liggen in eene rechte Ign, 

d) (zeven basispunten liggen op eene ruimtekromme van den 
derden graad. 

19. Vkr basispunten liggen in een plat vlak, Wg onderstellen 
voor het net, dat de basispunten Hj, H^, Hg en H4 gelegen 
zgn in het vlak ^r^, dan is het duidelgk, dat door de overige 
vier H5, Hg, H7, Hg eveneens een plat vlak ^r^ gaat. Het 
samenstel der vlakken Tj, tt^ met de snglgn x is als een 
ontaard netoppervlak te beschouwen. Wg beginnen met een 
en ander op te merken aangaande de involutorische overeen- 
komst van de puuten A en A', die harmonisch liggen ten 
opzichte van het net. Aan alle punten A van een vlak zgn 
weder de punten A' van een oppervlak, aan alle punten A 



1) In de Wiskundige Opgaven, deel V, vraagstuk 15 zijn thans door Dr. P. H. 
ScHOUTS voor deze en nog andere bijzondere gevallen, alle mogeiyke ontaardingen 
der keinkromme beschreven. 
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yao eene rechte IgD zgn de punten A' van eene ruimtekromme 
van den derden graad toegevoegd. Het oppervlak bevat de 
l^n ^, de kromme sngdt x tweemaal. Een kegeltop bezit 
weder eene poolign, een punt van de lyn x eveneens; met 
de punten van x komen alle punten van eene regelschaar 
G^ overeen. Gaat dus een vlak door x^ dan is daaraan een 
ander vlak door x benevens het oppervlak G'^ toegevoegd. 
Sngdt eene Ign x^ dan valt de toegevoegde R^ uiteen in eene 
kegelsnee, die x tweemaal treft, en in eene der beschrgvende 
Ignen van G^. ' 

Wg nemen een vlak Fdoor x^ benevens een tweede wille- 
keurig vlak F', en beschouwen de doorsnede der toegevoegde 
oppervlakken van den derden graad. Die doorsnede bestaat 
uit x^ eene der beschrgvende Ignen van G^, eene kegelsnee, 
die in een vlak door x gelegen is en eindelgk uit de kern- 
kromme (? van den vgfden graad, van den rang 12 *), die 
geheel ligt op het oppervlak G^, en die de poollgnen der 
punten van x tot drievoudige koorden heeft. Gemakkelgk is 
het in te zien, dat C^ door de de diagonaalpunten der vier- 
hoeken Hj, Hj, H3, H4, en Hg, Hg, H7, Hg gaat en verder x 
sngdt in de dnbbelpunten van de involutie, welke de net- 
oppervlakken op deze Ign bepalen. De poollgnen van de eigen- 
Igke kegeltoppen op Q zgn alle koorden dezer kromme , die x 
ontmoeten. Uit dit alles blgkt vooreerst^ dat; de vlakken tt^ 
en ^2 hoofdvlakken zgn van het complex K\ alle Ignen dezer 
vlakken zgn enkelvoudige complexstralen. Het singuliere opper- 
vlak £, meetkundige plaats der basiskromme iZ^ met dubbel- 
punt wordt nu van den graad 20. Immers een willekeurig 
netoppervlak sngdt C^ in tien kegeltoppen en bevat derhalve 
tien basiskrommen met dubbelpunt. De klasse van het opper- 
vlak S echter heefk de waarde 8 behouden. 

Door ieder punt gaan vier netkegelstralen , en daarom 
noodzakelgk elf nulpuntstralen , omdat een willekeurige 
complexkegel de kernkromme in vgftien punten ontmoet. 
Het singuliere oppervlak S bezit dus een dubbelaanrakend 
ontwikkelbaar oppervlak U^^ van de klasse 11. Herhalen wij 



1) Sturm, t.a.p., biz. 222, 
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het onderzoek van art. 7, dan worden er achttien basis- 
krommen jR* met keerpunt gevonden. De keerpuntslgn van 
S is derhalye van den graad 72 met achttien takken door elk 
hoofdpunt. Wat de acht en twintig knooplgnen betreft, de 
twaalf, gelegen in de vlakken yr^ en tt^, zyn enkelvoudige , 
de zestien andere tweevoudige lijnen op S. Bg deze laatste 
behooren zestien krommen van den derden graad Q^, die ook 
tot het stelsel der dubbelkrommen op S behooren. In elk 
hoofdvlak treft men verder nog drie kegelsneden door de 
vier basispunten aan, die telkens een paar knoopl^nen van 
het andere hoofdvlak op a ontmoeten. Pat zgn enkelvoudige 
krommen op S. Buitendien vindt men in een hoofdvlak twee 
kegelsneden door de basispanten, die x raken; z^ zallen 
dubbelkrommen op S zgn, tetw^l de Ign a zelve eene drie- 
voudige Ign van S wordt. Het geheele samenstel der dubbel- 
krommen op S bestaat derhalve uit de kernkromme, zestien 
knooplgnen, zestien ruimtekrommen van den derden graad 
Q^y vier kegelsneden en eene drievoudige Ign , wat eene 
kromme van den graad 80 vertegenwoordigt, waarvan door 
ieder hoofdpunt achttien takken gaan. 

Uet kan gebeuren, dat er nog meer. vlakkenparen tevinden 
zgn, die vier hoofdpunten bevatten. Voor het geval, dat K 
zes paar van die hoofdvlakken bezit, kan men raadplegen: 
> Wiskundige Opgaven , deel IV, n°. 69 door Dr. P. H. Schoutb", 
waar de reciproke figuur is onderzocht. Vergelgking van die 
gevallen met het straalalgemeen complex leidt tot het besluit, 
dat door de aanwezigheid van een hoofdpunt de klasse van 
het singuliere oppervlak S met twee verminderd wordt, ter- 
wgl de aanwezigheid van een hoofdvlak den graad van S 
eene even groote verandering doet ondergaan. 

20. De netoppervlakken hebben een gemeenschappelijk pooU 
viervlak. In het complex komen zes paar hoofdvlakken voor; 
door elke ribbe van het poolviervlak gaan namelgk twee 
platte vlakken, die te zamen een netoppervlak voorstellen. 
Daarnaast zgn ook twaalf hoofdpunten aanwezig; het zgn de 
vier hoekpunten van het poolviervlak benevens de acht basis- 
punten van het net, die twee aan twee op eene rechte Ign 
liggen met een hoekpunt van het poolviervlak en waarvan 
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or telkens yier in een hoofdvlak voorkomen ^). Elk hoofdvlak 
bevat das zes hoofdpunten, hoekpuuten van eene yoUedige 
yierz^de. Door elk hoofdpunt gaau zes hoofdylakken , zg- 
ylakken yan een yolledigen yierylakkenhoek. Een singulier 
opperylak S is niet aanwezig, en zoo yoort. Eene uityoerige 
behandeling is door Dr. P. H. Schoute gegeyen ^). 

21. Drie basispunten liggen op eene rechte lijn. In dit geyal 
hebben alle netopperylakken eene rechte l^n x gemeen, 
waarop de drie basispunten zich niet langer yan de oyerige 
punten onderscheiden. Twee netopperylakken doorsngden elkaar 
yerder yolgens eene ruimtekromme yan den derden graad i2^, 
die X tot koorde heeft, en waarop wg nog yier andere basis- 
punten H| , £[2 1 H3 , H4 aantrefiPen. Beschoawen w:g een 
willekeurig netoppervlak jF^, dan yinden wg daarop twee 
afzonderlgke groepen yan complexstralen , te weten Ignen g^ 
die de Ign x wel , en Ignen g , die de Ign x niet ontmoeten. 
Eene Ign g yan de tweede groep yormt met x een tweetal 
koorden yan iedere op F^ gelegen kromme jR^, welke door 
Hj, Hj, H3, H4 gaat. De beide ylakkenbundels x (Hj H^ H3 H4) 
en g (H^ H^ H3 £[4) zgn derhalye steeds projectiyisch. Dat is 
yoldoende, om te besluiten, dat het complex K yan den 
derden graad zich gesplitst heeft in een oneigenlgk lineair 
complex met x tot as en in het bekende >tetraedraal com- 
plex** ^), bepaald door den straal x en het fundamentaal 
yierylak Hj H^ H3 H4. 

22. Zeven basispunten liggen op eem ruimtekromme van den 
derden graad. Thans zijn de basispunten niet meer te onder- 
scheiden. Alle punten yan de basiskromme R^ mogen als 
basispunten yan het net, als hoofdpunten yan het complex 
worden beschouwd. De snglgnen yan R^ yormen het complex 
jBT; de koorden zgn dubbelstralen yoor al hunne punten. De 
complexkegel heeft altgd eene dubbelribbe, die keerribbe 
wordt, wanneer de kegeltop op het bg R^ behoorende ont- 
wikkelbare opperylak geraakt. 



1) Omtrent de ligging der acht basiapanten, vergelgke men fig. 8 van plaat II 
in deel X van het Nieuio Archie/, 

2) *Sar nn complexe da troisi^me ordre**, t. a. p. 
8) Bm, t.a. p., biz. 138. 

N. A. V. W. Dl XIX. 8 
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Yerdere bgzouderheden kan de complexkegel , zoolang hg 
aanwezig is, niet yertooneu: Eene complezkromme bestaat 
altgd uit drie stralenbundels , wier toppen hoofdpunten zgn. 
Twee dezer toppen, of ook alle drie, kunnen samenyallen , 
wauneer het vlak raakvlak of osculatieylak van R^ wordt, 

23. De bgzondere gevallen, hier besproken, hangeu niet 
rechtstreeks samen met de allereenyoadigste inyariante yoor- 
waarde, die men aan het opperylakkennet kan stellen. Die 
yoorwaarde yerlangt, dat het net uit eerste poolylakken yan 
een opperylak yan den derden graad bestaat; hare beyredi- 
ging gaat niet met belangr:gke wgzigingen yan het complex 
K gepaard. Alleen zou men kunnen yermelden, dat in dat 
geyal iedere drieyoudige koorde der kernkromme ribbe is van 
een in die kromme beschreyen >pentaeder yan Sylvbstbe" ^). 



1) Fbaum, «Bemerkang fiber das Flachennetz zweiter Ordnang*\ MiUh, An- 
nalen, Bd. 7, biz. 686. 
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In het achtste Heft yan Band XXXY van den >Ciyil- 
ingenienr*' geeft Prof. Dr. B. Mehmkb, hoogleeraar aan de 
Technische Hochschule te Darmstadt , een >Neue Methode, 
beliebige numerische Gleichungen mit einer Unbekannten 
graphisch aufzulosen." Prof. Mghmke had de yriendelgkheid 
mg een Sonderabdruck yan z^n artikel te zenden, en zag 
gaame, zoo luidde het begeleidend schrgyen, zgn stak in 
het hollandsch yertaald, en in een hollandsch tgdschrift 
geplaatst. Ofschoon na deze yertaling om yerschillende redenen 
achterwege moest blgyen, scheen het mg toch wenschelgk 
toe, den leden yan >Onyermoeide Arbeid", die waarschgnlgk 
den >Ciyilingenieur*' niet zoo licht in handen zuUen krggen, 
een oyerzicht yan Mehmke's belangrgke yerhandeling te geyen , 
waaraan dan eenige uitbreidingen zuUen worden toegeyoegd. 

§ 1. Zg op te lossen de hoogere-machtsyergelgking/(.2?) = 0. 

Onderstellen we aanyankelgk, dat onder de reeele wortels 
der yergelgking positieye yoorkomen, dan telt /(^) e^n of 
meer yariaties, en het is dus mogelgk, /(^) = te schrgyen 
in den yorm fi{^)=f%{ps)^ waarin nu beide leden uit- 
sluitend uit positieye termen bestaan. . 

De yergelgkingen y =/i {x) en y =fi {x) stellen twee Ignen 
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Toor, Toor welker sngpunten geldt 

De abscissen der sngpunten geven dds de wortels der oor- 
spronkel^ke vergelgking, welke derbalve bekend z^n, zoodra 
men y=/i(^) en y=f^{x) weet te teekenen. 

Mehmkb zoekt nu bet logarithmisch beeld dezer krommen, 
dat wil zeggen , tracbt punten (^', y') te yinden , die aan de 
vergeligking yoldoen, en zet op een aangenomen assenstelsel 
niet of en j/ zelf, maar log x en logy' als abscis en ordinaat 
af. Hg bereikt zgn doel op de volgende w:gze. 

Bestaat /j {x) uit slecbts ^en term, dan is y^=fi (x) voor 
te stellen door y = ax^^ waaruit volgt, 

log y = log a-\- klog x^ 
of 

Y=loga-\-kX. 

Hierin z^n nu X en Y logaritbmiscbe coordinaten. Het 
logaritbmisch beeld der kromme y = ax^ is blgkbaar een 
rechte l^n, die de F-as sngdt op een' afstand log a van 
den oorsprong, en een' hoek met de X-as maakt, waarvan 
k de tangens is. 

Bestaat /^ (x) ait twee termen, dan schrgyen we onze 
vergelgking in den vorm 

y = ax^ -\-b a^j 
en teekenen nu de beide rechte Ignen 

log y^=log a-\-k log x en log y^=^logh-\-l log x. 

Voor zekere abscis log x zgn de ordinaten log y^ en logy^ 
bekend , en zoekt men de ordinaat log y = log {y^ -j- y^ (zie 
fig. 1). Men maakt daartoe gebruik van een zoogenaamde 
addittekromme ^ een Ign, welker coordinaten aan de betrek- 
kingen voldoen 

^ = logz^ 

^=log{l-\'A^ 

waarin z yerschillende waarden doorloopt; voor elke waarde 

berekent men log z en log\l-{--\ en construeert met behulp 

van een aangenomen eenbeid abscis en ordinaat, die dan 
samen een punt der a^ditiekromme leveren. Fig. 2 is aldus 



37 

geconstrueerd met 35 mM., fig. 4 met 100 mM. als eenbeid. 
Zg na (fig. 1) P Q het logarithmisch beeld van y = ax^y 
RS dat van y:=bai^; trekt men een Ign ML// de F-as 
(met andere woorden kiest men zekere abscis log «rj, dan sn^'dt 
deze de lignen PQ en BS respectievelgk in de punten A 
en B, zoodat 

L A = fogr yj = fogr a + i Zo^r ^j, 
L B = Zo^ ^2 = Zo^r 6 -f- Z log x^y 
en derhalve 

A.B = log y^ — log yi=z 

— log^-^ is. 

Men maakt ^) aan deze A B na het stuk a gelgk in 

fig. 2 f en zoekt het punt /3 in de additiekromme , waarvan 

A abscis is. Zgn ordinaat zal dan , daar de additiekromme 

bepaald is door 

^ = log Zj 







logy = log(yi+y^) = afi + logyi = »(3 + LB. 

De gezochte logy wordt derhalve gevonden door het stuk 
LA te yermeerderen met de ordinaat van dat punt 
der additiekromme, dat AB tot abscis heeft. 

Besumeerende : zoek bg A B als abscis de ordinaat van de 
additiekromme, en maak het stuk BG gel^k aan deze ordi- 
naat, dan is C een punt van het logarithmisch beeld der 
lign y = a x^ -^ b xK Construeert men , telkens een andere Ign 
L M nemende , zoo een tiental punten C , dan is daardoor 
zeer gemakkelgk uit de hand de gevraagde kromme te teekenen. 
Voor haar sngpunt met de F-as geldt logx=0 of a: = 1 , 
zoodat y = a + 6 en dus log y = log (a + b) wordt. Dit sng- 
punt is dus gemakkelgker door berekening te yinden. 



1) De figaar is hier niet geheel joist oYergebracht. 
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De additiekromme leert iog (y^-^y^) uit logyi en logy^ 
te vinden, leert due T^logarithmisch optellen.^' Ze blgft voor 
alle gevallen dezelfde en is derhalve eens voor al te 
teekenen. Echter moet in elk bizonder geyal de voor bet 
construeeren gebraikte eenbeid ook gebezigd zgn voor bet 
teekenen der Ignen 

log y = loga-{-kloga^ 
en 

log y = logb-^l log X. 

Fig. 2 is dus alleen te gebraiken, als men bg bet con- 
strueeren dezer Ignen 35 mM. als eenbeid beeft genomen, 
fig. 4 alleen, wanneer men 100 mM. gekozen beeft. 

Van zelf volgt uit bet boyenstaande , boe men bandelt, 
zoo /i (a?) drie en meer termen beyat. 

Elke term komt oyereen met een recbte 1^'n. We zuUen 
deze recbte 1^'nen I, II, III, IV, en zoo voort noemen. De 
l^nen I en II geyen de in fig. 1 geconstrueerde kromme I U ; uit 
deze kromme en de l^n III construeert men gebeel op de 
boven aangegeven wgze punt Toor punt een logaritbmiscb 
beeld van y = (.r), waarin (p (x) nu drie termen bevat. De 
verbinding yan dezo kromme met de Ign lY geeft een l^n, 
waarin vier termen yertegenwoordigd z^n. Men kan deze 
beban deling natuurlgk Toortzetten, totdat alle termen in 
rekening zgn gebracbt. 

Construeert men op dezelfde w^'s bet logaritiimiscb beeld 
van de Ign y=f^[ps)^ dan zgn de abscissen der sn^'punten 
van deze 1^'n met ^=/i(^) de logaritbmen der positieve 
reeele wortels van de yergel^king 

/(*) = o. 

Daar de Briggiaanscbe logaritbmen van negatieve getallen 
oubestaanbaar zgn, yindt men grapbiscb natuurl^k alleen 
logaritbmen der positieve wortels; wil men ook de nega- 
tieve wortels benaderen, dan verandert men in de oor- 
spronkel^ke vergel^king alle wortels van teeken, en zoekt 
in de nieuwe vergelgking de positieve wortels. Dit omkeeren 
van bet teeken moet al dadelgk plaats bebben , zoo de oor- 
spronkelgke vergelgking alleen negatieve wortels beeft, en 
dus slecbts positieve termen bevat. 
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§ 2. Opmerkingen. 

1^ Men is onafhankelgk van den graad der yergelgking ; 
slechts bet aantal term en komt in aanmerking. 
De vergel^king 

s? — asc^ -\'h afi — (j = 0, 
kan even snel graphisch opgelost worden als de vergelgking 

x^ -^ ax^ '\-h X — c == 0. 
2^. We hebben bier aangenomen , dat /| (x) bestaat uit 
termen als ax^^ bx^ en zoo voort. 'tSpreekt van zelf, dat 
/i (x) ook mag bestaan uit F^{x)^ -^aC*^)? -^3 (^) ®^ ^^^ 
voort , dat wil zeggen uit willekeurige functien van x , mits 
men elk dezer functien afzonderlgk in logaritbmiscb beeld 
kan brengen; deze beelden z^n nu geen rechte Ignenmeer. 
^ 30. De exponenten der termen van /j {x) en f^ {x) beboeven 

natuurl^k geen gebeele positieve getallen te z^*n. 
De rechte l^n 

hgy =log a-^klogxj 
of Y = loga-\-kXj 

is te construeeren , ook als k een negatief, gebroken of on- 
meetbaar getal is. 

Zoo kan de vergelgking 

^ — 26 ^* + 124 ^^ — 103 a?* + 12 0? — 0,2 = , 
of 

j?* + 124j?*-|-12« = 26j?* + 103^» + 0,2, 
met Yoordeel geschreven worden in den yorm 

a?^+124 + l2ar-» = 26^+103^i + 0,2a?-^ 
met Yoordeel, omdat men bier met minder steile en onder- 
ling meer in ricbting yerscbillende rechte l^nen te maken 
beeft, dan als men niet door x^ deelt. 

De drie termen x\ 124 en 12 x-^ (zie fig. 3 a) geven 
de kromme l^n ABC; bet logarithmisch beeld van bet 
tweede lid is de Ign A' B' C. De abscissen der vgf sngpunten 
geven de vjf positieve wortels der vergel^king. 

4P. Evenals in de stelkunde , geeft ook bier de tweeledige ver- 
gelgking iets bizonders. Ze kan gescbreven worden in den vorm 

xr±p = 0. 
A. a^ — /> = 0, of ^ir" = jt>. 

Beide leden geven, in logaritbmiscb beeld gebracbt, een 
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rechte l^n; er is dus zeker ^^n, maar ook niet meer dan 

een, sn^pnnt; of, de vergel^king oerz=zp heeft steeds ^en 

en slechts e^n positieyen wortel. 

j3. ^c»-|-/> = 0, a?«= — p. 

Het tweede lid zou hier aanleiding geven iot de vergel^king 

y=^ — p; logy is dus onbestaanbavr , en daarmede het sng- 

punt met y = a?*. Er bestaat geen positieve wortel. 

Verandert men in de vergelgking 4?*±jt> = alle wortels 
van teeken , dan zal , zoo m even is , de yergel^king den- 
zelfden vorm behouden, zoo m oneven is, echter oyergaan 
in ^qpjt> = 0, 

Is m even , dan heeft de nieuwe vergelgking a?* -|- p = 
geen , a?" — jt> = een positieven wortel , en dus de oorspron- 
kel^ke vergelijking ^* -j- P = geen , oT — p = 6en n e g a- 
tieven wortel. 

Is m oneven, dan heeft de nieuwe vergelgking a?*-|-jt>=0 
geen , or — p = Q e^n positieven wortel , dus de oorspron- 
kel^ke vergelgking of* — p = geen , .r* + p = ^n n e g a- 
tieven wortel. 

Resumeerende : voor m = even heeft af^sssp e6n positieven 
en e^n negatieven wortel , i»" = — p geen reeelen wortel. 

Voor m = oneven heeft a^^^p ^6n positieven, ^ = — p 
6en negatieven wortel. 

Dezelfde uitkomst verkrggt men ook in de stelkunde door 
de formule van db Moivbe. 

Is m een gebroken , dan brengt machtsverheffing het vraag- 
stuk tot het behandelde geval terug. 

5^ Ook bg het algemeene geval y = a.2?*+ftir'-|-c.2f* + . . .. 
is het snijpunt van de F-as weer gemakkelgker onmiddellgk, 
door berekening, te vinden. Voor ditpuntisnamelgk Zo^a;=0 

dus ^ = 1 en fogr j/ = Zo^r (a -j" * + ^^ + • • • •)• 

6^ De graphische methode benadert slechts de wortels. 
In vele gevallen zal ze, gemakkelgker dan de berekening 
der Sturmsche function dat doen kan, de grenzen n en n^-1 
leeren vinden, waartusschen een wortel gelegen is; welke 
grenzen men kennen moet, om Newton's benaderingswgze 
te kunnen toepassen. Men doet trouwens toch wdl, volgens 
Newton verder te benaderen, nadat Mehmkb's methode 
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een eerste stel waarden voor de onbekenden gegeven heeft. 

§ S. Nadere beschonwing van de additie-kromme. (Figg. 
2 en 4). 

De punten dezer Ign wordeu bepaald nit 



y 



^o,(l+i), 



waarin z verschillende waarden doorloopt. 

Voor ^r = 1 is % ^ = , a? = en y =s Zogr 2 = 0,301 ; 

voor 5r= 10 is ^ = % 10 = 1 en y = log 1,1 = 0,041 ; 

voor z=100 is ^ = 2, y = Zo^ 1,01 = 0,004. 

Gemakkel^k is in te zien, hoe het volgende Igstje is sa- 
mengesteld. 



a 


y 


X 


y 


X 


y 


X 


y 


0,0 


0,301 


0,6 


0,097 


1,2 


0,027 


1,8 


0,007 


0,1 


0,254 


0,7 


0,079 


1,3 


0,021 


1.9 


0,005 


0,2 


0,212 


0,8 


0,064 


1,4 


0,017 


2,0 


0,004 


0,3 


0,176 


0,9 


0,051 


1,5 


0,014 


2,1 


0,003 


0,4 


0,146 


1,0 


0,041 


1,6 


0,011 


2,2 


0,003 


0,5 


0,119 


1,1 


0,033 


l,f 


0,009 


2,3 
2,4 


0,002 
0,002 



Naar dit Igslje z^*n de figucen 2 en 4 geconstraeerd, 
respectievel^k met 35 mM. en 100 mM. als eenheid. 

Voor steeds toenemende z wordt x grooter en grooter, 
terwgl y meer en meer tot nadert ; eerst voor ^r = oo is 

^ = 00 en y = /o5r 1 1-| 1 = 0. Dea?-as is dus asymptoot. 

Voor zekere waarde van z^ bgv. ^j, vindt men 

a?j = log Zi, y^= log (l + j)- 

Eiest men een waarde 

1 






dan wordt 
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a^ = logz^z= — log z^ = — x^ 



en 



= logz^+log\\ f -j = a?i+yj. 

Het pant met abscis — a^ ligt dus eyen ver boyen de 
bisectrix van het tweede kwadrant , P , als het punt met 
abscis -|-^i boven de X-as; waaruit teyens volgt, dat de bisectrix 

P asymptoot is voor het negatieye deel van de additie- 
kromme. 

Eigenl^k heeft men dit negatieye deel niet eens noodig. 
Gelgk men rechts van pnnt S (fig. 1) bg AB als abscis de 
ordinaat yan de additiekromme zoekt en deze ordinaat als 
BG afzet, zoo kan men links uit DE, als positieye abscis 
genomen, de ordinaat DJ afleiden; maarookDEalsnegatieye 
abscis bescbouwen, en daarbg in het negatieye deel yan de 
additiekromme de ordinaat zoeken , aan welke ordinaat nu niet 
D J maar E J gel^k gemaakt wordt. Dit komt oyereen met 
wat we boyen zagen: is a?j = — x^ dan is yj=^«i+yi- 

Blgkbaar is echter de eerste handelw^ze nauwkeuriger. 

§ 4. Vorm der T^logarithmiache beelderC\ Bestaat /j {x) 
uit n termen, dan wordt het logarithmisch beeld geyormd 
door de yerbinding yan n l^nen yan yerschillende rich- 
ting (immers geen twee exponenten zgn aan elkaar gel^k), 

die elkaar dus steeds sn^denin ^ ^ — - punten. Trekken 

we (fig. 5) een Ign LU eyenw^dig aan de F-as, die ge- 

fi (ft *~~ X I 

heel links yan deze ^ sngpunten ligt , dan wordt deze 

Ign door de n Ignen gesneden naar yolgorde yan hunne 
hellingen; de Ign met de geringste helling (waarbg dus de 
tangens yan den hoek met de X-as negatief het grootst is) 
heeft; haar sngpunt het hoogste. Yerder zuUen de snigpunten 
r^ r^y ..r, des te yerder uit elkaar liggen, naarmate de Ign 
L U yerder links yerschoven wordt. Beginnen we met de Ignen 

1 en U logarithmisch samen te tellen, dan moet, bg het 
yerschuiyen yan LL' naar links, steeds bg grootere abscis 
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(^1 ^2) ^^ ordinaat in de additiekromme gezocht worden, 

welke ordinaat dus tot nadert. De kromme Ign, ontstaande 

uit I en II heeft dus de lign II tot asymptoot. (Zie 00k fig. 

1). Is p^ het punt, dat de additiekromme uit r^ en r^ heeft 

leeren vinden , dan wordt 00k , naarmate L L' yerder links 

komt, r^p^ steeds grooter; waaruit Tolgt, dat de kromme , 

voorstellende de verbinding I + II + III , de Ign III tot 

asymptoot heeft. Dit gaat zoo Toort. De kromme eindelgk, 

die het geheele samenstel der n 1^'nen voorstelt, heeft tot 

asymptoot die Ign, welke ten slotte, dat is als men LL' 

yer genoeg naar links schuift, het hoogste komt , dat is deign 

met de kleinste helling (Figg. 8a en Sb). Op dezelfde 

w^ze is gemakkel^k aan te toonen, dat ook de Ign van de 

grootste helling asymptoot is. Immers ook rechts wordt 

die Ign asymptoot, welke ten slotte het hoogste komt; maar 

dit is hier, zooals de figuur onmiddellgk laat zien, de l:gn 

van de grootste helling. 

Alle logarithmische beelden hebben twee reSele asymptoten. 

Maar nog in andere opzichten komen ze onderling overeen. 

Daar met elke waarde van logos slechts ^n waarde van 

logy overeenkomt, is van dubbel- en keerpunten geen sprake. 

Yerder zgn alle logarithmische beelden van boTen open, en 

bezitten geen inflexiepunten. Men kan namel^k bew^zen , dat 

cP Y 

-=-^= steeds positief bl^ft. 

y =s a «* -j- ft ^ -j- • • • • 4" ^ ^'^^ 
T=hgy, X=logx^ 

dY logedy dX loge 

dx y dx^ dx x 

dY X dy k ax^-^-b I x^ -{-... .-{-hr x^ 

dX y dx y 

d'^Y _ d /dY\dx _ d /dY\ X _ 

dX^ dx\dX / dX dx\dX/loge 
(Paxi-\-Pbx^-\-....r^hxr)y-{kax^-\-lbxi+....rhxry 

"" y^ log e 

Hieruit 

y^loge^==:{k — l)^abx^+i-\-{k — myacxi+^ + 
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-I [-(A — r)^ a A a?*+'' + (Z — m)^ c^/+« + 

+ ... + {l — rybha!i+r-\ 

Daar alle termen, volgens hetgeen we omtrent de splitsing 

van y (^) hebben aangenomen, positief z^n,is -7-^ steeds positief. 

Een minimum treedt op voor 

Daar a steeds positief is (anders is log a onbestaanbaar) 

J xr 

meet Toor de voorwaarde ^-^^ = minstens een der exponenten 

a X 

kj ly . , . .r negatief z^n. De kromme Tan fig. 1 heeft dus 

geen minimum, de krommen yan fig. 3a wel. 

§ 5. Daar de beide kromme Ignen y =/i {a) en y =/j (a) 

in Torm zeer veel oyereenkomst kunnen hebben, is bet dui- 

delgk (fig. 3 a), dat bun sn^punten niet altgd met groote 

nauwkeurigheid te yinden zgn. De twee l^nen sn^den elkaar 

meestal onder zeer kleine hoeken. Yooral is dit het geval, 

als de rechte 1^'nen, uit welker verbinding y=/i(«2?) en 

y^fii^) ontstaan, onderling weinig in rich ting verschillen. 

Hierdoor wordt yerklaard, waarom de yergelgking 

^* + 1 2 4 + 1 2 ^-2 = 2 6 ^ + 1 3 ^-1 + , 2 ^-3 

met meer Toordeel te gebruiken is dan de vergel^king 

a?'^ + 124^«+12^ = 26j?^ + 103^^ + 0,2, 

gel^k in § 2 , 3^. gezegd werd. 

Deze moeiel^kheid is slechts te ontgaan, als men de oor- 

spronkelgke vergelgking niet z66 splitst, dat de beide leden 

/i {x) en /j {x) louter uit positieve termen bestaan , maar 

bgvoorbeeld onze vergelgking 

x^ — 26 «« + 124 «3 — 1 03 ;»^ + 12 « — 0,2 = 

schrgft in den Torm 

x^ — 2%x+ 124 = 103 j?-i — 12 ^» -I- 0,2 ar\ 

We worden nu voor de taak gesteld, uit de beide rechte 

l^nen 

hgy ^=^2log X 

en 

fogr y = Zogr 26 + log x 

af te leiden de kromme 
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log y = log (^* — 26 J?) ; 

met andere woorden, uit 

logy I en logy^ 
te vinden 

% (j/i — ^2)- 
We zouden voor dat doel een substractie^kromme kunnen 

teekenen , een kromme , waarvan de punten bepaald worden uit 

x = log z^ 

y = log{l--^. 

Geeft men x zekere waarde, dan is dus log z bekend. De 
Gaussische tafels geven log {z — 1) ; trekt men hiervan log z 

af, dan houdt men logfl ) = y oyot. Op deze wgze is 

het Yolgende 1^'stje , en daarnaar (schaal 1 = 80 mM.) fig. 6 
gemaakt. 
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X 
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0,033 


— 1,131 


0,133 


— 0,577 


0,4 


— 0,220 


1,0 


— 0,046 


0,067 


— 0,847 


0,167 


— 0,497 


0,6 


— 0,136 


1.2 


— 0,028 


0,100 


— 0,687 

• 


0,2 


— 0,433 


0,8 


— 0,075 


1.4 


— 0,018 



Natuorlgk zgn de X-as en de F-as asymptoten aan de 
kromme. 

Men kan het echter bniten de substractie-kromme stellen; 
de additiekromme belpt ons ook bier. Gelgk (fig. 1) uit de 
punten A en B door logaritbmische optelling, om bet zoo 
eens uit te drukken , G ontstaan is , zoo moet door logaritb- 
miscbe aftrekking uit G en B punt A weer ontstaan. Daar 
A B en B G abscis en ordinaat van de additiekromme z^n , 
yindt men BA, door bg de ordinaat BG in de additie- 
kromme de abscis te zoeken , en deze naar onder of naar boTen af 
te zetten , naarmate ze positief of negatief is. Bg B G (fig. 1) 
zal men in de additiekromme een positieve abscis vinden, 
zoodat A onder B komt; bg A G (voor bet geval, dat men 
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k van C logarithmisch wil aftrekken) zal men een negatieye 
abscis yinden, zoodat de bijbehoorende ordinaat naar boyen 
wordt afgezet, en B dus tusschen A en C in komt te liggen. 

Wil men (fig. 1) de Ign P Q logarithmisch yan R S af- 
trekken , zoo yerkrggt men slechts uitkomsten rechts yan het 
sngpunt, namel^k zoolang de stukken AB positief zgn; 
negatieye ordinaten toch komen in de additiekromme niet 
yoor I eyenmin als negatieye abscissen in de substractiekromme. 

't Is duidelgk , dat ook hier de l^nen yan grootste en kleinste 
helling asymptoot z^n. Maar bovendien hebben de door logarith- 
mische aftrekking afgeleide krommen nog andere asymptoten. 

Zg y =/i (x) = 0{x) — ^ (a?) , waarin $ en i^ beide slechts 
positieye termen beyatten. Is <J) (j?) ^ a i»", t/; (a) ==zb a^j dan 
komen deze twee termen aizonderlgk met rechte Ignen oyer- 
een (fig. 7). Hoe dichter men komt bg het sngpunt S der 
twee Ignen, des te kleiner wordt de afstand p q, des te grooter 
dus de afstand qr. 'tis hieruit daidelgk, dat de Ign, door 
S//OY getrokken, asymptoot is. Links yan die asymptoot 
ligt geen reeele tak der kromme. Keert men echter alle 
teekens om , dan krggt men aldaar de in de figuur gestippelde 
Ign, die ook de Ign ST tot asymptoot heeft. 

Fig. 8 is de yoorstelling yan een algemeener geyal. 

Cj en Cj zgn de krommen y = <J) (a?) en y = ^ (^). Deze 
krommen sngden elkaar in drie punten; trekt men hierdoor 
Ignen // T, dan zgn dat asymptoten ; afwisselend liggen 
tusschen deze asymptoten reeele en imaginaire takken der 
kromme, door logarithmische aftrekking yerkregen. Zoolang 
namelgk C^ boyen C^ ligt, wordt de tak, die door de loga- 
rithmische aftrekking ontstaat, reeel. 

Ook figuur 3 b yertoont dezelfde eigenaardigheden. 't Is de 
toelichting yan 

4?* — 26 J? + 124 = 103 ^1 — 12 a?-2 + 0,2 ^-3. 

Men ziet , hoe in al deze figuren de bocht niet steeds naar 
onderen is gekeerd; hoe dus deze krommen ook yeel betere 
sngpunten leyeren dan die yan bgyoorbeeld fig. 3 a. Ook 
in fig. Sb zgn aan weerszgden der yertikale asymptoten de 
takken beurtelings reeel en imaginair. 

§ 6. Terwgl ons doel tot nu toe was, /(.2r) = 0, dat is, 
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een yergel:gking met ^en onbekende op te lossen, hebben 
we eigenlgk de wortels van twee vergelgkingen met twee 
onbekenden geyonden, namelgk y=/i (x) en y=f^{x)^ al 
z^n dat dan ook vergel^kingen van zeer bizonderen vorm. 
Even goed als de abscissen der sn^'punten de logarithmen 
voorstellen der wortels x^ geven de bgbehoorende ordinaten 
de logarithmen der oyereenkomstige waarden Tan t/, waar- 
den echter, die men verder niet gebruikt. Van zelf rgst de 
yraag : kan men niet elk paar stelknndige yergel^kingen met 
twee onbekenden logarithmisch-graphisch oplossen? welke vraag 
nauw samenhangt met deze andere: is het mogelgk , elke stel- 
knndige fanctie van «v en j/ in logarithmisch beeld te brengen? 

Op deze laatste^ yragen hoop ik in de volgende paragrafen 
een beyestigend antwoord te geyen. 

Yoordat we tot de algemeene yergelgkingen oyergaan, is 
het wellicht beter, eerst eenige bizondere geyallen, die reeds 
yan zeer ruime toepassing z^n, te behandelen. 

1^. y» (of dff^) is , als «r (of y) standyastig gedacht wordt , 
uit een lineaire yergelgking op te lossen. 

2^. ^* (of 0^) is onder dezelfde omstandigheden uit een 
yierkautsyergel^king op te lossen. 

3^. Een geschikte substitatie brengt een yergelgking tot 
een der yorige twee geyallen terug. 

§7. Eerstegeyal. Is 3/% als ^als standyastige wordt be- 
schouwdi uit een lineaire yergel^king op te lossen, dan kan 
men de oorspronkelgke yergel^king in den yorm schrgyen 

y-f(a:) = (p{x), 
of 

y fix) 

De additiekromme leert de a£sonderlgke termen yan {x) 
logarithmisch bg elkaar tellen, en geeft dus logy^. Zoo wordt 
ook logy2 geyonden. Trekt men twee oyereenkomstige ordi- 
naten logy I en logy^ van elkaar af, dan yindi men 

log F= log - =n log y. 
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Yan deze ordiuaat behoefb dan nog slechts bet rfi^ deel ge- 
nomen te worden. 

In vele geyallen vervalt Ae f{a) van den noemer, en wordt 
^* eenvoadig =^{ai); de constructie is nu geheel die van 
§ 1 ; yan alle gevonden ordinaten moet echter het rfi^ deel 
genomen worden. 

Voorbeelden. x, De paraboolfamilie 

mlogy=^logp-\-nlogx. 

Alle parabolen worden, in logaritbmiscb beeld gebracbt, 
rechte l^nen, waaryan de ricbting afbangt van deverbou- 
ding der exponenten n en m. 

Yoor de gewone parabool is n = 1 , m = 2 ; verscbillende 
parabolen y^^=^px^ met variabele p^ worden dus een stel 
evenwgdige recbte l^nen, waarvoor de tangens yan den 
ricbtingsboek \ is. Fig. 9 stelt twee parabolen yoor, waar- 
yoor bet stuk op de F-as afgesneden respectieyel^k 1,1 en 
— 3 is. Dit stuk is blgkbaar log Vp, zoodat p respectieyelgk 
de waarden beeft yan 167 en 0,000001. 

Daar de inboud yan een stuk A B yan de parabool 
(fig. 10) = I a; 2/ is, wordt in onze figuur 9 deze inboud al 
zeer eenyoudig geyonden. 

log I = log I + log a ^logy = 
z=zlog x-\- log y — 0,176. 
Ewam bet punt A uit fig. 10 oyereen met P in fig. 9, 
dan bad men slecbts Q en P Q te meten en samen te 
tellen en yan de som 0,176 af te trekken, om onmiddell^k 
log I te yinden. 

Nog zg opgemerkt, dat men slecbts dat deel yan de pa- 
rabool in logaritbmiscb beeld kan brengen, waaryoor zoowel 
X als y positief zgn. Deze opmerking geldt yoor alle yol- 
gende constructies. 

j3. De cirkel en de ellips. De yergelgking yan den cirkel 
kan gescbreyen worden als 

y* = r* — x^. 
Trekt men de beide recbte l^nen 

logy^ = logr^ 
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en 

.2 



log 2/2 = logx' 

logarithmisch Tan elkander af, en halveert men degevonden 
ordinaten, dan ontstaat het logarithmische beeld van den 
cirkel: een Ign, die natuurlgk symmetrisch ligt tenopzichte 
der beide assen en deze assen tot asymptoten heeft (fig. 11). 

Vormi noch grootte, slechts de plaats van het loga- 
rithmisch beeld hangt van de waarde van r af. Yergroot 
men r tot nr, zoo worden j; en j^ tot no; en ny. 

Elke log a en logy wordt dus vermeerderd met logn. 
Eene vermeerdering der coordinaten kan slechts invloed heb- 
ben op de plaats van het logarithmisch beeld ten opzichte 
van den oorsprong. Bg den cirkel ondergaan abscissen de- 
zelfde yermeerdering als ordinaten, en kan dns de figuur 
slechts verschoyen worden in de richting der bisectrix van 
den hoek X T. De grootte van het logarithmisch beeld 
hangt slechts af van de eenheid , waarmede men de gebruikte 
additie-kromme geteekend heeft; 

Yerandert men in een' cirkel alle ordinaten in dezelfde 
verhoudiug en laat men alle abscissen hnnne waarden be- 
houden, dan ontstaat een ellips. In het logarithmische beeld 
bl^yen alle abscissen dezelfde, maar worden alle ordinaten 
met hetzelfde bedrag yermeerderd; met andere woorden 
de figuur behoudt haar yorm en haar grootte, maar wordt 
in de richting der F-as yerschoyen. Zoo zal 00k uitrekking 
yan den oorspronkelgken cirkel, in de richting der X-asten 
geyolge hebben yerschuiying yan het logarithmische beeld 
in dezelfde richting, en wel in positieyen of negatieyen zin, 
naarmate de reden der yergrooting grooter of kleiner dan 1 
is. De twee yerschuiyingen kunnen natuurl^k yerbon den wor- 
den, en yeryangen door yerschuiyingen yan het assenstelsel. 
Door een en ander z^n we tot het bewgs gekomen yan deze 
merkwaardige stelling: Alle ellipsen hebben, onafhan- 
kel^k yan de grootte der assen, een logarithmisch 
beeld yan denzelfden yorm en dezelfde grootte. 



.2 



y. De hyperbool -^ — t^ = ± !• Na het voorafgaande zal 
het geen yerwondering baren, dat 00k alle hyperbolen het- 

N. A. V. W. Dl. XIX. 4 
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zelfde logarithmische beeld hebben. We kunnen ons dns 
bepalen tot de gelgkzgdige hyperbool x^ — y* = ± 1 (Fig. 12), 
dat is y* = ^^±l. 

De twee logarithmische beelden hebben beide de bisectrix 
van het eerste kwadrant en verder een der coordinaatassen 
tot asymptoten, gelgken yeel op de additiekromme en z^'n 
symmetrisch gelegen ten opzichte Tan de genoemde bisectrix; 
een eigenschap , die ze dus deelen met de gelgkz^'dige hyperbool 
en haar toegeyoegde, waaruit ze ontstaan z^n. 

't Is wel opmerkelgk dat, terwijl in gewone coordinaten 
ellips en hyperbool beide ongemerkt in de parabool kunnen 
oyergaan , en dns onderling nanw verwant z^n , hier de drie 
soorten van kegelsneden zoo streng gescheiden bl^'yen. 

3. De cissoide van Diogles 



2 a — js 
te schrgven in den yorm 

w— 3 == — = 2 a a?"~^ — x"^, 

(Zie figg. 13 en 16). 

De Ign AB (fig. 13) heeft tot yergelgking 

lo^ Y= log 2 a — Slog x^ 
de Ign CD 

log F= — 2log x; 

de beide Ignen sngden elkander in het punt S. Daar men de 
tweede logarithmisch van de eerste moet aftrekken, wordt de Ign 
ST, door S evenwgdig aan de F-as getrokken, asymptoot; 
evenals ook de Ign A B. Het imaginaire deel aan den anderen 
kant der Ign ST zoa behalye ST, CD tot asymptoot hebben. 
Voor het aftrekken is hier de substractiekromme (fig. 6) 
gebraikt, waar als eenheid gebruikt was 80 mM; Toor a is 
10 genomen. 

Na halyeering (PQB) moet van elke ordinaat het teeken 
worden omgekeerd ; dat is, men moet een kromme construeeren, 
die met PQB symmetrisch ten opzichte van de X-as ligt ^) ; 



1) Deze constractie is in fig 13 achterwege gelatea. 
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de asymptoten worden nu ST en de l^n door Q (het sng- 
pnnt Tan A B met de X-as) , waarvan de richtingstangens 
-|- 1 is. Is dit spiegelbeeld geconstrueerd , dan komt de fignnr 
geheel overeen met fig. 16, waartoe men langs een geheel 
anderen weg is gekomen. Echter is in deze laatste figaur de 
eenheid niet 30, maar 50 mM. 

Gelgk de cisso'ide van Diocles, in gewone coordinaten 
geconstrueerd, doet denken aan een semi-cubische parabool, 
zoo komen ook de logarithmiscbe beeHen van deze beide 
krommen overeen. De semi-cubische parabool wordt een rechte 
Ign, met richtingstangens |, de Ign alzoo, die asymptoot 
is van de cissoi'doi en waartoe deze Ign zeer snel nadertt 

€. (y + c)^ = ^(a?-l)^ 

Na constructie van het logarithmiscbe beeld van de Ign 

moet, met behulp Tan de additiekromme , uit elke ordinaat 
Y en de bekende grootheid log c de ordinaat log {Y — c) ge- 
Yonden worden. 
f. De hypo-cycloide 

of 

* * % 

yj z=za^ — XT. 

Men construeert eerst weder het logarithmiscbe beeld yan 
de l^n 

r=aT — xTj 
en neemt dan van elke ordinaat het | gedeelte. Deze con- 
structie kost bl^kbaar niet meer arbeid, dan die van cirkel 
en hyperbool. 

§ 8. Tweede geral. Als voorbeeld van het geyal , waarb^ 
y* uit een vierkantsvergel^king wordt opgelost, nemen we de 
algemeene vergel^king yan den tweeden graad. 

aa!^ + 2kay-\-by^-\-2gx+2fy-\-c = 0, 

by = —{hx-\-f)±\/Ax^ + 2Bx+C, 
waarin 

k = h^ — ab, B = hf-'bg, G=P — bc. 
Uit de logarithmiscbe beelden van 
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en 

bntstaat dat yan 

y = — (hx^f)±V Ax^J^2Bx+'G. 
(Daar y steeds positief moet zgn, moet het minus- 
teeken voor den wortelvorm vervallen, wanneer l®, hx-\-f 
positief is, of 2^ A^+/negatief is, en absolaut kleiner dan 

V Ax'^^.Bx+C)^ 

Men heeft nu nog slechts alle yerkregen ordinaten met 
hetzelfde bedrag logb te yerminderen. 

Was de F, die men op die wgze vindt, weer een macht 
van y, dan zoa men de gevonden ordinaten nog in zooveel 
deelen moeten verdeelen, als de exponent van die macht 
aangeefb. 

§9. Derde geval. Door substitutie wordt een yergel^king 
tot de geyallen der yorige twee paragrafen teraggebracht. 
Ook hier znllen we ons bepalen tot een yoorbeeld. 

De lima9ons yan Pascal zgn cirkelconchoiden. Trekt men 
uit een pant yan den omtrek eens cirkels yerschillende koorden , 
en yerlengt men al die koorden met hetzelfde stuk b^ dan 
ontstaat een kromme l^n, die tot yergel^king heefk 

r = 2ac(>s(p + 26, 
waarin a de straal yan den gebruikten cirkel is. Deze yer- 
gel^king is te schr^yen als 

r* = 2 a r co» <p -|- 2 6 r , 
r^ = 2ax-\'2br, 

of r = b±Vh'J^2ax. 

Daar men slechts positieye abscissen gebruikt, is V h^ -l.2ax 
grooter dan 6, zoodat het minus-teeken moet yeryallen. Gonstru- 
eert men het logarithmisch beeld yan T=b-\-V J^ -j- 2 a «, dan 

komt met elke x een r oyereen. Daar y^ == V r^ x^y tan uit 

een abscis en de b^behoorende r gemakkelgk de oyereen- 
komstige y worden geyonden. 

§ 10. Natuurl^k kunnen ook bg het gebruik yan logarith- 
mische coordinaten scheefhoekige assen soms noodig, soms 
gewenscht zgn. Zoo zal men dikwgls met yoordeel de yer- 
gelgking yan een ellips op toegeyoegde middellgnen kunnen 
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gebroiken; het vinden van het logarithmisch beeld biedt in dit ge- 
val geen grootere moeielgkhedeD, dan we boven ontmoet hebben. 
Zeer eenvoudig wordt de vergelgking van een hyperbool 
op de asymptoten, namel^k 

log X -\- log y = 2 log a, 

Het logarithmisch beeld is bl^kbaar een rechte l^*n (fig. 14), 
die met de beide assen een gel^kbeenigen driehoek vormt. 
De stakken A en OB toch, op de assen afgesneden, zgn 
beide gelgk aan 2 log a. 

§ 11. We z^'n nu aan het algemeene geval genaderd. 

De yraag is dus , een kromme , die tot vergel^'king heeft 

«^y* + ^^y + = o» 

in logarithmisch beeld te brengen. Ook hier gelden gedeel- 
tel^k dezelfde opmerkingen , als in § 2 gemaakt zgn. De 
arbeid, die de oplossing kost, hangt niet af van den graad 
der vergelgking, maar slechts van het aantal termen. 

De exponenten behoeven geen geheele positieve getallen 
te z^n. Daar men slechts positieve abscissen en ordinaten 
kan gebraiken (van negatieve toch z^n de Briggiaansche 
logarithmen onbestaanbaar), moet minstens een der coeffi- 
cienten a^f b^ e negatief z^'n. Z^n ze alle positief, dan kan 
men alle abscissen of alle ordinaten of beide van teeken ver- 
anderen , en dus als het ware het spiegelbeeld van de gevraagde 
Ign ten opzichte van 7-as, X-as of oorsprong construeeren. 

Beginnen we met de tweetermige vergelgking a .2?* t/» = ft , 
welke vorm zoo algemeen mogel^k is; omtrent m en n be- 
hoeven geen onderstellingen te worden aangenomen. 

mlog x-\- n log y = log b\ 
Het logarithmische beeld van de kromme, die tot de pa- 
raboolfamilie behoort, is dus een rechte l^n, met eenrich- 
tingstangens , die af hangt van de verhouding der exponenten 
m en n. We kwamen reeds in § 7 ^ tot deze uitkomst. 

Elke drietermige vergel^king kan geschreven worden in 
den vorm 

a .7?" y" -\-h .v'* fy« = e. 



Men kan deze vergelgking splitsen in twee andere 

a:ify* = e — d, (I) 

ba^y^=^d (II) 

Zoowel (I) als (11) heeft, yoor zekere waarde van d^ een 
rechte Ign tot logarithmisch beeld; de twee rechte Ignen 

zuUen elkaar sn^den , zoolang niet - = ^ is. Yoor bet snn- 

n q 

pant gelden de yergel^kingen (I) en (11) gelgktgdig, geldt 

das de vergelgkieg 

aaf^y* -^b x'y'^ = c. 

Daar dit sn^punt logarithmische coordinaten heeft, is het 
een punt van het logarithmisch beeld der oorspronkelgke 
drieledige vergelgking. Voor elke andere waarde van tZvindt 
men een ander punt. De constructie dezer punten wordtzeer 
vereenvoudigd , doordat het stelsel (I), voorveranderl^keeJ, 
uit evenw^dige rechte l^nen bestaat, evenals ook het 
stelsel (II). 

Men heeft dus slechts aan d een aantal , bg voorbeeld twintig, 
waarden toe te kennen, met deze twintig waarden de stelsels 
evenwijdige Ignen (I) en (II) te construeeren , en de sng- 
pnnten op te zoeken van de eerste l^n van (I) met de eerste 
Ign van (II), in het algemeen van de ^" Ign van (I) met 
de i^ van (H). 

Op deze wgze is in fig. 15 het logarithmisch beeld ge- 
construeerd van het folium van Desgabtes (wel te verstaan 
van het gedeelte dezer 1^'n , dat in het eerste kwadrant ligt). 

De vergelgking van het folium 

is geschreven in den vorm 

js^ y~-^ + 2/^ ar"^ = 3 a. 
Ik heb a = 100 genomen, en nu gesplitst in 

^2y-i = 300 — d, 

y^x-^ = d, 
waarbg d de veertien waarden 20, 40, 60, ... . 260, 280, dus 

300 — dAe waarden 280, 260, 240, 40, 20 heeft. Ik 

heb nu twee stelsels evenw^'dige Ignen geteekend, respec- 
tievel^k met richtingstangens j. en 2 ; de leden van elk 
stelsel zgn op afstanden geplaatst, evenredig aan log 20, 
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log 40, .... log 280. Als eenheid is genomen 90 m.M. 

Gemakkelgk is door de sn^punten van de oyereenkomstige 
l^nen der twee stelsels de kromme ab c ie trekken. 

Voor d = 300 wordt c — d = en Zo^ (c — d) = — oo. 
De Ignen oyereenkomende met deze waarde van d, sn^den 
elkaar das in bet oneindige, waaruit gemakkelgk volgt, dat 
het logarithmische beeld der l^n 

a-i y^ = 300 , 
dat is de rechte Ign 

— logx-{'2logy = log 300 , 
(de Ign BS) asymptoot aan de kromme is. Zoo ook de Ign 
P Q , waarvoor d = dus c — d= 300 is. 

Ik heb, om de figuur niet te groot te maken, het assen- 
stelsel in de richtingen X en T 150 m.M. verschoven. 
Elke log a en logy is daardoor 150 m.M. kleiner geworden, 
dat is in onze eenheid van 90 m.M. 1|. Elke x en y is das 

geworden rr^ en -j^i wat weer tengevolge gehad heeft, 

dat ook de oprspronkel^ke a in fig. XV niet 100, maar 

-^Trr of 2,154 is. Natuurl^k moet men deze verschuiying slechts 

zeer yoorzicbtig toepassen, en yooral steeds in beide rich- 
tingen eyenveel yerplaatsen; de figuar moet, gelgk ook het 
geyal is met het foliam in gewone coordinaten , symmetrisch 
bl^yen ten opzichte van de bisectrix van het eerste kwadrant. 
6aat deze symmetrische ligging yerloren, dan heeft men 
niet meer het logarithmisch beeld van het folium, maar van 
een folium, dat in e^n richting, bg voorbeeld in die der 
X-as, is uitgerekt. Immers bl^ven b^ een verschaiving naar 
e^n richting b^ voorbeeld alle ordinaten gelgk, terwijl alle 
abscissen logx met eenzelfde bedrag worden vermeerderd, 
dus in de oorspronkelgke figuur alle abscissen , bg gelgk 
blgvende ordinaten, in dezelfde verhouding worden 
vergroot. 

Als tweede voorbeeld eener drietermige vergelgking nemen 
we de Gisso'ide van Diogles, nu geschreven in den vorm 

x^ y--2 -[- ;p = 2 a , 
welke vergelgking voor a = 10 gesplitst is in 
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^3y-2 = 20 — d, 
x = d ^ 
terw^l aan d achtereenvolgens de waarden 2 , 4 , . . . . 18 
z:EJn toegekend. Rg. 16 is op deze wigze geconstrueerd ; de 
eenheid is 50 m.M. Asymptoten treden weer op voor de 
Waarden d = 20 en d = ; de vergelgking der asymptoten 
zgn klaarblgkelgk 

3 lofjf x-^2log y = log 20 , 
en 

log X = log 20 ; 
de asjrmptoten zelf de 1^'nen pq en r8\ de eerste dezer 
Ignen heefb tot richtingstangens |., zoodat de figaur geheel 
overeenkomt met fig. 13. 

§ 12. Daar de drietermige vergel^king geen drie positieve , 
dus ook geen drie negatieve termen mag bevatten, bestaat 
ze of uit twee positieve en een negatieve (bet geval van de 
vorige paragraaf), 6f uit een positieve en twee negatieve ; ver- 
menigvuldiging met — 1 brengt de vergelgking nu tot het 
daar beschouwde terug. Wil men niet met — 1 vermenig- 
vuldigen , dan kan tocb de vergel^king 

a.»"*t/» — bx^y^ = c^ 
zeer goed in logarithmisch beeld gebracht worden door te 
splitsen in 

aaf" y* = c-\- d^ 
en 

b x'y^ = d. 
Bg vier- en meertermige vergelijkingen moet men soms 
tot deze splitsing zgn toevlucht nemen. 

Voordat we met deze meertermige vormen een aanvang 
maken, moet nog een constructie van bet logarithmiscb 
beeld van drietermige vergelgkingen vermeld worden , die zicb 
meer aansluit b^ Mehmk£*s metbode, dan de w^ze, waarop 
in § 11 gebandeld is. 

Voor een willekeurige , bekende abscis wordt bg een drie- 
termige vergelgking y gevonden uit een betrekking van dezen 
vorm 

l+Ay' = By\ 

of 
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of log {\ -^ A y') = log B -\- u log y, 

waarin A en B ook x bevatten. 
Stel 

Ay' = -, 

*^ z 

dan is 

J. 

y = {Az) \ 
De vergelgking wordt nu 

log\\'\'-) = log B-\'ulog{Az) * = 

u « 
= log B log {A z) = 

= logB — - {log A + log z) = 



= log C log 2, 



of 



log 



Hierin is 



(i + j) + 7%^ = %C- 



dus 



log C = log B log A, 



C=BA \ 



Nu zgn log z en Zo^f 1-| — j steeds abscis en ordinaat van 

de additiekromme (fig. 4). Tusschen deze coordinaten moet 
derhalve de betrekking bestaan: 

)j + - I = % C, 

t }j -{- u ^ = log CK 
Het punt ($, if) ligt dus, behalve op de additiekromme, op een 

rechte Ign AB, als (fig. 4) Ok=:log C is en OB^^logC* . 
De abscis Q van het sn^punt R van A B en de additiekromme 

is log z'j daar 

J. 

y = (Az) 
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en duR 

^^fl' y = logAz = 

= — J (log A + log z) 

is, wordt ook logy bekend, en daarmede is een punt der 
kromme 

logarithmisch geconstrueerd. 

Yoor een andere abscis veranderen wel A en B^ dns hat 
stuk OA van fig. 4, doch blgyen u en ^ en daarmede de 
richting van de l^n AB dezelfde. 

Behalve dat deze methode niet zoo snel en zoo gemakkelgk 
tot het doel leidt, als de in § 11 geyolgde, heeft zeboven- 
dien het groote nadeel, dat ze niet gemakkelgk aitgebreid 
kan worden op vier- en meertermige vergel^kingen. 

§ 13. De viertermige vergelgking heeft den vorm 

^ J." y» _|_ 5 jjj» y« -|_ ^ a?' I/* = d , 

en kan dus gesplitst worden in 

en 

caf y* = e. 

Laten we aan e ettel^ke , bgvoorbeeld t , waarden geven , die 
regelmatig grooter worden, zoodat ej+i = «»-[" A is, 
waarin A steeds dezelfde waarde behoudt. Yoor elke waarde 
.van «, b^voorbeeld ^a, heeft dan cafy' = ek een rechte Ign 
tot logarithmisch beeld. Laat men k van 1 tot t verande- 
ren, dan komt met cofy*=^e een stelsel van t evenwgdige, 
rechte Ignen overeen. 

Het logarithmisch beeld der kromme 

is volgens § 11 te construeeren , doordat men deze verge- 
liking splitst in 

aas^y* = d — ek—f^ (I) 

hx^r=f\ (II) 

waarin/ achtereenvolgens verschillende, bgvoorbeeld u, waarden 
kr^gt. Nemen we aan, dat ook deze waarden regelmatig 
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en wel met hetzelfde bedrag A opklimmen , zoodat 
steeds 

dan dienen de stelsels rechte Ignen (I) en (II) niet alleen 
voor de logarithmische constructie van de kromme 

doch leveren de gegevens, om de geheele reeks krommen 

waarin e verandert van e, tot ee, in logarithmisch beeld te 
brengen. 

We construeeren namel^k logarithmisch een punt van 

aary*-\-bx^y^ = d — ^^ , 

door het sngpunt te zoeken van de j^ l^n van het stelsel 
(I) met de j^ l^n van het stelsel (II) , het sngpunt dus v^an 
de logarithmische beelden der l^nen 

ax''y^ = d — eu—fj, 
en 

bxpy'^=fj. 

Zoeken we echter het sngpunt van de (j -\- Vf Ign van het 
stelsel (I) met de j^ Ign van het stelsel (II), het sngpunt dus 
van de logarithmische beelden der Ignen 

en 

en houden we in het oog dat 

jG+i=y;+A 
is, dan blgkt het, dat we een logarithmisch punt vinden 
van de Ign 

a ai^ y* -^b xp y^ z=z d — ^^ — A > 
dat is van de Ign 

a of y* '\'b xp y^ z=^ d — Bjcji^i, 
Immers ook 

«*+!=«»+ A- 

We hebben dus nu reeds de logarithmische beelden ge- 
Yonden der twee l^nen 

ax'^y* -\-b x^ y^ = d — e* , 
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en 

Neemt men telkens het sngpunt van de j^ l^n van (II) 

met de (j + ^Y, 0' + 3)', .... 0" + «;), O'-l'). 0'-2)%.... 
{J—S>y van het stelsel (I), dan verkrggt men, zooals nu ge- 
makkelgk is in te zien, de logarithmische beelden derlgnen 

a ^"^ y» + ft a?' y« = d — e^+g, 
a a?" t/» + ft ar*y« = c? — «a+3, 



a ^» y -f J ^1* y« = tZ — BkJ^aj 

ax'^y*-{'ba!fy9 = d — ek-U 



a of y* -\- b x^ yi z=z d — Bk^^ ; 

dat is dus een geheel stelsel van kromme Ignen , de loga- 
rithmische beelden van 

a x'^y* ^b x'y9z=d — e , 

waarin e verschillende waardeu heeft, die met A op- 
klimmen. 

We hebben aangenomen , dat de stelsels (I) en (II) beide uit 
u Ignen bestaan. (Immers / kreeg achtereenvolgens u ver- 
schillende waarden). Neemt men de j^ Ign van (I) en de j^ 
van (II), dan ontstaan er dus u sn^'punten. De (J + 1)' Ign van 
(I) en de j^ van (II) geven slechts u — 1 sn^punten ; de (J + 2)* 
van (I) en de j^ van (II) slechts u — 2 ; en zoo voort. 

In fig. 15 is de Ign ab c getrokken door het sngpunt 
te zoeken van de V l^n van stelsel (I) met de 1* van stelsel 
(II), het sngpunt van (I)^ met (11)2? • • • • i eindelgk van (l\^ met 
(II)j4; de Ign a b^ c echter bevat de sn^punten van (I)j met 
(11)-, (I)^ met (II)g, . . . ., (I)io met (II)i4. Terwgl abe dus bepaald 
is door veertien punten (=w), waren voor het trekken van 
a! b' d slechts tien punten (= u — 4) voorhanden. 

Alle l^nen abc^ waarvan er in figuur 15 slechts twee 
geteekend zgn, maar, het beschikbare aantal sn^'punten in 
aaumerking genomen, gemakkelgk negen tot twaalf getrokken 
hadden kunnen worden , behooren tot het stelsel , waarvan 
hierboven sprake was, het stelsel 

aoTy'^'^b x'y'^ = d — «, 
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(in dit geval x^ y"~^ + V^ ^ = 3 a — «), waarin e verschillende 
waarden e^ «i + A » «i + 2 A» en zoo voort, heeft. We zuUen 
dit het stelsel (III) noemen. 

Sn^den we dit stelsel door het stelsel rechte l^neu 

(J^y' = «, (IV) 

dan krggen we een aantal punten van het logarithmisch 
beeld der l^*n 

a ^ j» -J- J ori' t/« -[- ^ ^^ y' = ^« 

We hebben hier weer het sngpunt gezocht van (IV)i met 

(ni)i, (IV)j met (III)^, en zoo voort. Hadden we (III)i met (IV)^ 

verbonden, (111)2 °^®* ^\t ®n zoo voort, dan zouden we 

pnnten gekregen hebben van het logarithmisch beeld der l^n 

a .r"y* + ft ^' 2/' + <J «»*' 2/' = ^1, 

waarin <ij = d -|- A is. 

Immers (III)| komt overeen met 

a jj* t/» + 6 ^ y« = d — e^ , 
(IV)^ met 

dat is 

cary' = e^ + A- 
Voor het sngpunt van 0S1\ en (IV)^ geldt dus 

= dj. 
De sngpunten der stelsels (III) en (IV) geven niet alleen de 
kromme, voorgesteld door de viertermige vergelgking 

a X* y* -\-b xr y'^ -{- c x"" y* = d ^ (V) 

maar een geheel stelsel krommen van dozen vorm, waarin d 
verandert. Dit stelsel (V) geeft, door sn^din^ met het stelsel 
rechte l^nen 

lx''y^ = m--dj (VI) 

het logarithmisch beeld der vgftermige vergelgking 

aary*'\'ba!^y^'{'CX^y'-\-lx^y^=m, 

We zien, hoe men zonder al te veel moeite steeds verge- 
Igkingen met meer termen kan behandelen. 

De hoofdzaak is hierbg, dat men steeds dezelfde A behoudt. 
Hoe groot A moot genomen worden, hangt van verschillende 
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omstandigheden af. Dikwgls i8 bet zaak eerst een voorloopige 
kladteekening te maken en daarnaar te beoordeelen, wat de 
beste keus voor A is. Wil men de teekening niet te zeer 
overladen door de stelsels rechte Ignen (II), (IV)» (VI) en zoo 
yoort, dan kan men deze elk afzonderlgk op transparant 
papier construeeren. Van praktisch belang is eindelgk nog 
de opmerking, dat alle logarithmische beelden zeer snel tot 
ban asymptoten naderen. Men kan b^voorbeeld de l^nen 
abc en a^ b^ c' van fig. 15 zonder te groote onnaawkenrig- 
beid met de liniaal yerder teekenen. 

§ 14. De oplossing van twee vergelgkingen met twee on- 
bekenden volge tot slot ^). 

Gegeven 

^y== 9747,4. 
Eliminatie van y voert tot de tweede macbtsvergelgking 
(^3)2 _ 300 X 9747,4 x' + (9747,4)' = 0. 
0?'= 1462110 ± 1/(1462110)^ - (9747,4)^ 
= 1462110 ±1100740, 

j?3 = 2562850 of 361370, 
;» = 136,85 of 71,23. 
Daar x en y in. de beide vergelgkingen symmetriscb voor- 
komen, zgn de waarden van y = 71,23 en 136,85. Het product 
ay wordt volgens deze waarden 9747,8. 
In fig. 15 is de vergelgking 

x^ — 300xy-}~y^ = 
in logaritbmiscb beeld gebracbt; als eenbeid is 90 mM. aan- 
genomen; bet assenstelsel is 150 mM. naar recbts en naar 
boven verscboven. 

Dezelfde bandelwgze moet natuurlgk ook gevolgd worden 
bg bet in teekening brengen van 



1) Dit is een der voornaamste toepassingen der logarithmische coordinaten. Een 
andere is de constractie van krommen, een arbeid, die soms zeer veel moeite kan 
kosten, en waarvoor men, als de graad der vergel^jking hoog is, allerlei hnlp- 
middelen te baat moet nemen. Heeft men, steeds op de w^ze van $13, het loga- 
rithmisch beeld geoonstrneerd, dan kan men hierin bgvoorbeeld twintig pnnten 
nitkiezen, honne abacissen en ordinaten meten, en b|j deze logarithmen .de getallen 
zoeken, waardoor men onmiddell^jk twintig panten der kromme kan eonstrneeren. 



63 

^y = 9747,4, 
of 

log x-{'logy = 3,98888. 
In ODze eenheid van 90 mM. wordt deze vergel^king 

log x-\-log y = 359 , 
en na yerschuiving van het assenstelsel (waardoor elke logx 
en logy 150 mM. kleiner wordt) 

log a!-\-log y=. 59. 

Men behoeft dus slechts de rechte lign A B te teekenen 
(fig. 15), die op de assen stukken van 59 mM. afsu^dt. 
Haar sn^'punten met het logarithmisch beeld van 

^^— 300^y+y3^0 

zgn « en /3, welke panten abscissen hebben van 17| m.M. 
en 42 m.M., dat is dus eigenl^k van 167|m.M. en 192 m.M. 
In onze maat worden die twee lengten voorgesteld door de 
getallen 1,8611 en 2,1333. Zoekt men bg deze logarithmen 
de getallen op, dan yindt men 72,6 en 135,8 als waarden 
yoor ojy waarb^ dan , om de symmetrie 135,8 en 72,6 als y's 
zouden behooren. 135,8 en 72,6 zgn derhalye ^ en ^ yoor 
het pnnt /3 ; tusschen deze coordinaten moet dus de betrek- 
king bestaan 

loga! + logy = B,9SS2Q. 

Een blik op de helling der kromme a 6 c in de nabgheid 
van (3 doet zien , dat a daar yeel scherper kan bepaald wor- 
den dan y. Men doet dus wel, y te berekenen uit boyenge- 
noemde betrekking. Yoor log a yond men 2,1333, zoodat 
Zo^y= 1,15556 en daarmede y = 71,7 wordt. Als wortels 
der yergelgkingen 

j?3 — 300A-y+y3 = 
en 

^y=: 9747,4 
yindt men dus ten slotte 

a? = 135,8, y = 71,7, 
a? = 71,7, i/ = 135,8, 

waarden, die yrg wel met de door berekening geyondene 
oyereenstemmen. 

Ofschoon in dit yoorbeeld de oplossing door rekening geen 
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zwarigheden aanbiedt, geefb ook de graphische methode 
hierbg snel en gemakkelgk uitkomsten , vooral als men toe- 
gerust is met een werktuigje om op willekeurige afstanden 
evenwgdige Ignen te trekken. Door een kleine wgziging in 
de opgaaf kan men echter de schaal ten gunste der gra- 
phische methode lateu overslaan. 

Gesteld, dat opgelost moeten worden de vergelgkingen 

x^ — 300xy+y^ = Q, 

j.4y6= 7,7424 XlO'^ 
Eliminatie van x doet hier staiten op een vergel^king van 
den 27*" graad in y, die termen bevat met y^"^, t/^^, t/^*, 
j^ en y^. De graphische methode lost eehter deze vergelgking 
even gemakkel^k op als de vorige opgaaf. 
De l^n 

«5— 300,ry + y3 = 0, 
heefl; steeds tot logarithmisch beeld de Ign abc uit fig. 15. 
AB wordt nu vervangen door 

4 % a? + 5 Zo^y= 17,88889 , 
dat is in onze eenheid 

A log x-^-b log y:=: 1610. 
Daar in fig. 15 elke log x en logy 150 m.M. kleiner zgn 
genomen, geldt voor de te constraeeren Ign de betrekking 
4 log x-\^hlogy= 1610 — 9 X 150 = 

= 260, 
zoodat de stukken, op X- en F-as afgesneden, 65 en 52 
m.M. bedragen. Op deze wgze is C D geteekend. Men vindt 
de wortels der gegeven vergel^kingen door de abscissen en 
ordinaten te meten der ^unten 7^ en 3 , waar C D de l^n 
abc sn^dt. 

/TT V I % «» = 42,7 m.M. , .,, ^. [log x=^ 14 m.M., 
(Voor y) , ,0 1 Ti/r (Voor 3) , .^ q ,, 

\iogy= 18,5 m.M. ; ^ \iogy = 40,8 m.M. 

Na vermeerdering met 150 m.M. 

Zogr ^=192,7 m.M,, j . logx=lQA m.M.,j ,^. 

%y = 168,5 m.M.;! % 3/= 190,1 m.M.; j ^ ^ 

dat is 

%;p = 2,1411,j logx=l,8222,\ 

Zo(7 y =1,8722; ! ^^^ %y = 2,120. j^^ 

Hierait volgen deze twee stellen wortels 
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• jr = 138,4, x= 66,4, 

y= 74,5; y= 131,8. 

Ook hier is bet weer beter de beide kleinste coordinaten , 
de ordinaat van y en de abscis yan i niet recbtstreeks te 
rneten , maar de oyereenkomstige wortels door berekening uit 
de waarde voor ^* y^ af te leiden (iets wat bier gemakkel^k 
kan gebeuren, omdat de tweede der beide op te lossen ver- 
gel^kingen uit twee termen bestaat). De benoodigde loga- 
ritbmen z^n reeds gevonden. 

(y) 17,8889 17,8889 (8) 

iloga!= 8,5644 5 log y = 10,6000 

hlogy= 9,3245 ^logx= 7,2889 

y = 73,3 X = 66,4 

Deze getallen komen vr^ nauwkeurig overeen met de 
waarden , die de recbtstreeksche meting opleverde. 



NASCHRIFT. 

Toen dit stukje gereed was, kreeg ik van Prof. Mbmhkb 
een Sonderabdruck uit bet »Zeitscbrift fur Mathematik und 
Pbysik", een opstel inhoudende, waarin bg zgn grapbiscb- 
logaritbmiscbe metbode ook op de algemeene yergel:gking 
f(^a!,y) = uitbreidt, maar langs een meer samengestelden 
weg, dan ik bier geyolgd beb. 

Hg splitst de yergelgking f{x,y) = 0^ evenals yroeger 
/(a?) = 0, weer in twee deelen, stelt beide =^r, en con- 
strueert dan de opperylakken 

^=fi{^^y) en z=f^{x,y) 
weder stap yoor stap , dat is , telt steeds een nieuwe term 
logaritbmiscb bg de yorige op, een en ander door additie- 
krommen en toepassing der bescbrgyende Meetkunde. 



N. A. V. W. DL XIX. 



VRAAGSTUK N°. 12. 

OPGELOST DOOB. 

C. EBEDIET. 

Vier of meer raaterieele punten trekken elkander aan even- 
redijg met hunne massa's en volgens een gegeven positieve 
of negatieye macht van den afstand. Men vraagt die punten 
zoo te plaatsen en zalke beginselsnelheden te geyen, dat 
gedurende de beweging hunne onderlinge afstanden onyeran- 
derd blgven. 



HOOFDSTUK I. 

§1. Daar gedurende de beweging de onderlinge afstanden 
der punten onyeranderd moeten bl:yyen, kunnen wy hunne 
onderlinge plaatsing bepalen door de coordinaten ^i^yi^^u 
^21 ^2' -^2 ' • • • ^^^ opzichte yan een rechthoekig coordinaten- 
stelsel, aan het samenstel yan punten yerbonden. 

Nemen we een yast, rechthoekig coordinaten-stelsel in de 
ruimte en z^ Xj , Y^, Z^ de plaats, ingenomen door de massa 
wij op het oogenblik t , terwgl alsdan Xq, Fq, Z^ de plaats 
is, ingenomen door den oorsprong yan het beweeglgke assen- 
stelsel; dan hebben we 

7j = To + a x^ J^y y^^ c z^, 

Z^=Zq-\- az^ + b"y^ + c" z^ , 
waarin 

Xq, Fq, Z^^ a, a', a", 6, h\ V en c, c', c , 
functien yan t zijn. 



(I) 
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§ 2. De krachten , die op het puntenstelsel werken, z^n twee 
aan twee gelijk en tegengesteld. Het geheel is das te be- 
schouwen als niet onderworpen aan uitwendige krachten. 
In de eerste plaats volgt hierait : het gemeenschappe- 
Igk zwaartepnnt der massa's is in rust of in 
eenparige, rechtl^nige beweging. 

Nemen wg aan, dat X^j, F^, Zq het gemeenschappelgk 
zwaartepnnt der massa's z^, dan hebben wi], welke ook de 
wet der aantrekking is , 

d} X, d^ r« d^ Z, 



di" dt 



2 



— ^ = <> (2) 



§3. W^ kunnen, in verband met de formules (2), de be- 
weging splitsen in eene translatie en eene rotatie om een as 
door het zwaartepnnt. Aangezien de translatie geen invloed 
heeft op de voor de beweging noodige krachten , znllen wg 
mogen aannemen, dat het gemeenschappel^k zwaartepnnt 
in mst is. 

Laten w^ nn de bewegelijke assen samenyallen met de 
hoofdassen van traagheid van het stelsel , en z^n ^ , ^ en C 
de momenten van inertie ten opzichte dezer assen , p, ^ en r 
de ontbondenen der hoeksnelheid in de richting dezer assen, 
dan mogen w^ als bewezen aannemen 






(3) 



benevens 



Ap'^ -\- Bif'-^' Cr^=^ standvastige, .... (4) 
^2 p2 _|. ^2 ^2 _^ Q1 ^2 ^ standvastige (5) 



§4. Bepalen w^ de versnelling der massa m^. Denken w^ 
daartoe de vaste assen voor een oogenblik samenvallende met de 
beweeglgke, dan is Xj=ari, l^i=2/i en Z^=^z^, Alsdan is 
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dt 
dZ^ 



= rXi—pZ^, 



Dew^l de ontbondene der hoeksnelheid volgens de vaste 
X-as na een tgd dt ia,p-\-dp-\-qrdt — rqdt ofp-j-c?/), 
hebben we 

^ = Z, ^-F,^ + j(pr,-<?X.)-r(rX,-pZJ,enz., 
of , in verband met (3) , 

enz. W^ yinden dus voor de versnellingeu , evenwgdig aan 
de beweegl^ke coordinaten-assen , de waarden 



-^i(?' + ^')+P^^i(l + — g-)+P?yi(l ^)i 



-yti^^+p^)+P9^i[^-\ — c'/'^^'^'^'v — A~y 



(6) 



Deze waarden moeten, in verband met de krachten, die 
op het puntenstelsel werken, atandvastigen zijn. 

Uit de betrekkingen (4), (5) en (6) besluifcen w^ datp, g' 
en r standyastig z^n. 

§ 5. De raogelgkheid is echter niet uitgesloten , dat de ver- 
gel^kingen (4), (5) en (6) onderling afhankel^k zijn. AUeen 
dan , wanneer A=:B= C ia, is (5) af hankelgk van (4). De 
vergel^kingen (6) en (4) leveren nu 

— ^1 (g'^ + ^^) + P ^ -^1 — P 9 Vi"^ standvastige , 

— !/i (^^ "4- P^) '}'P9^i — q r Zi= standvastige , 

— ^1 iP^~\' 9^^) 4" ? ^ 2/1 — prx^= standvastige , 

p^ -\-q^ -\-r^ = a^ = standvastige ; 
waaruit volgt 

A'J p^ -\-yi 9^ ~\~ ^\ ^^ = standvastige. 
Eveneens zullen we hebben 

x\ p'^ + ^2 9'^ + ^\ ^^ = standvastige, 
enz.; waaruit opnieuw volgt, dat p, g^ en r standvastig zgn. 
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tenzg de materieele punten op eene rechte Hggen. Dit laatste 
str^dt echter met -4 = J? = C. 

Z^n (4) en (5) onderling onaf hankel^k , dan mogen we 
vrgelgk het besluit , aan 't slot der vorige paragraaf genomen , 
handhaven; want de betrekkingen (6) z^n n in aantal en 
herleiden zich tot 3, als de punten op eene rechte Hggen. 

§ 6. Dit de standvastigheid van jt>, g' en r volgt 

dp dq dr 

dt dt dt 

en dus, in verband met (3), 

(B— C)qr=0; 

(C^A)rp==oA (7) 

{A-B)pq = 0.^ 

Verschillende gevallen z^n te onderscheiden 

P. A = B= C. De waarden p,q en r blyven onbepaald , 

doch iedere as is als hoofdas van traagheid aan te nemen, en 

derhalve de rotatie-as ook. 

2^ A = Bj doch niet gel^k C. Wy hebben qr^O en 

rp = dus r = 0. De as van rotatie ligt derhalve in het 

vlak, aangegeven door ^ en S, en is dus als hoofdas van 

traagheid op te vatten, daar dit 't geval is voor elke as in 

dit vlak. 

3^. Aj B en C zijn ongelijk. Er z^n dan twee der drie 

grootheden p, q, r nul. De rotatie-as is dus hoofdas van traagheid. 
Wij komen dus in elk geval tot het besluit 
De as van rotatie is een hoofdas van traagheid. 

§ 7. Nemen w^ de rotatie-as als de Z-as van het beweeg- 
Igke stelsel , dan is /? =• 0, g = 0, r = a. Voor de versnel- 
lingen, evenw:gdig aan de beweeglijke assen, vinden wy dan 
— ^j oj^, — yico^ en ; zoodat de totale versnelling is — pj cy^, 
wanneer pj den afstand van m^ tot de rotatie-as voorstelt. 

Hieruit volgt 

De krachten, op de materieele punten wer- 
kende, zijn de centripetale krachten, noodig 
voor de rotatie. 



70 

§ 8. Daar de rotatie-as standyastig is ten opzichte van het 
pnntenstelsel , is het, in verband met het vorige besluit 
Doodzakeligk , dat de resultanten van de krachten , die op elk 
der punten werken , evenwydig z^n aan eenzelfde ylak. 

Beschouwt men nu een materieel punt, dat verder Tan dit 
ylak af ligt dan alle andere, dan is het onmogeligk, dat de 
resultante der aantrekkingen , die dit punt Tan de OYerige 
ondervindt, evenw^dig is aan het bedoelde ylak. £r kan 
derhalve geen enkel punt yerder afgelegen z^n dan de andere , 

en daarom 

« 

Al de materieele punten liggen in 66n plat 
vlak, loodrecht op de as yan rotatie. 

§ 9. Vatten wij de verkregen uitkomsten te zamen , dan 
besluiten w^', welke ook de wet der aantrekking der mate- 
rieele punten zg , tot : 

Alle materieele punten moeten gelegen z^n 
in ^^n plat vlak. De resultanten van .de krach- 
ten, op elk der punten werkende, moeten gaan 
door het gemeenschappel^k zwaartepunt der 
massa's, z^ zijn evenredig met de massa's, waarop 
z^ aangr^pen, en met den afstand daarvan tot 
het gemeenschappel^kzwaartepunt. 

Aan het vlak mag een willekeurige translatie 
gegeven worden, benevens eene rotatie om een 
as, loodrecht op het vlak en door het gemeen- 
schappel^k zwaartepunt der massa's gaande, 
zoodanig dat de genoemde resultanten de cen- 
tripetalc krachten vormen, noodig voor de 
rotatie. 



HOOFDSTUK II. 

§ 1. In het vorige hoofdstuk hebben w^ onderzocht, welke 
beweging aan het puntenstelsel gegeven mag worden. W^ zuUen 
thans nagaan, hoe do materieele punten ten opzichte van 
elkander in het platte vlak geplaatst moeten worden, opdat 
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aan de andere voorwaarden , in I, § 9 genoemd , voldaan worde. 

Nemen wij in het vlak twee onderling rechthoekige coor- 

dinaten-assen, en bepalen w^ de plaatsen der materieele punten 

Wj, m^, . . . m^ door de coordinaten x^i yi^ ^2' ^2* • • • • ^i" Vp* 
Stellen wg de aan trekking evenredig aan de n^" macht van 
den afstand , dan kunnen w§ de grootte der krachten berekenen. 
Op rwj werkt, ten gevolge der aanwezigheid van w^, een 
kracht, waarvan de grootte is 

*i2 =/^i ^2 ((-^i — •^2)^ + (yi — y^?)^^ 

terwgl de ontbondenen volgens x- en i/^as worden aange- 
geven door 

en 

(2/2 — yJ -/^i ^2 ((^1 — ^2)^ + (2/1 — yii^f^ 

De resultante van de op m^ werkende krachten heeft der- 
halve tot ontbondenen 

^1 =/^i 2 0/i — 2/1) . Wi (^ — aa)^ + (t/i — yi)^)"^. ' 

§2. De kracht, door (1) aangegeven, moet gaan door het 
gemeenschappelijk zwaartepunt der massa's, dat is door het 
punt XQ,yQ, als 

M a!Q = Z m a;, 

My^^ = Xmy. 

Nemen we gemakshalve dit punt als oorsprong , dan voeren 
w^ de betrekkingen in 

2 m ^ = 0, S 7n y = (2) 

Wg moeten dus nu hebben 



Yi~ y. 



(3) 



§ B. Is a; de hoeksnelheid , dan zullen we voor de ont- 
bondenen der centripetale kracht de waarden — m^ x^ co^ en 
— m^y^oo'^ hebben , en daar deze waarden moeten overeen- 
komen met -Xj en Y^, koraen we tot de belangr^ke verge- 
1^'kingen 
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«— » 



.(4) 



/2 mi (^i — x^) {{xi — ^i)^ + (yi — yi)^) « + to* ^1 = 0, 

fT,mi{yi — y^) {(Xi — x^f + (?» — VifY^ + «^ ^i = 0. 

Uit deze vergel^kingen , waarvan het aantal 2p is, en 
waarvan (2) en (3) afhankel^k zgn, moeten nu^^jy^, ^21^2' 
enz. berekend worden. Wg moeten evenwel opmerken, dat 
het aantal onaf hankel^ke vergel^kingen kleiner is dan 2 n. 



§ 4. Is n = 1 , dan worden de Yergel^kingen (4) 
en hieraan wordt voldaan door 



a=\/fM; 



(5) 
(6) 



zoodat 

Is de aantrekking evenredig met de eerste 
macht van den afstand^ dan is de plaatsing der 
punten in het platte vlak geheel willekeurig. 
De hoeksnelheid is dan alleen afhankel^k van 
de geheele massa der punten. 

§ 5. Is n — 1 niet gel^k nul , dan is de oplossing der 
yergeiijkingen (4) zeer ingewikkeld , doch wg kunnen anders 
handelen. W^ kunnen namel^k uit die vergel^kingen eigen- 
schappen afleiden , waaraan de yeelhoek , in welks hoekpunten 
de materieele punten gelegen zgn, moet voldoen. 

W^ merken even op, dat, zoo de veelhoek regelmatig is 
en de massa's der materieele punten gel^k z^n, de oplossing 
zich als vanzelve opdringt. 

Stellen wy den afstand der punten m^ en m^ voor door 
rj2 enzoovoort, dan kunnen wy de vergelgkingen (4) schrgven 



w 



^i = ^2 <«' (^1 — '^2) + ^3 ^1.' (-^i — ^3) + 



/ 



en evenzoo 



+ W4 r"/ (.2?i — a?4) + , 



a 



2 



/ 



enz. 



^2 = ^i <*' (•^2 — ^1) + ^3 <s' («2 — ^3) + 



^4 ^1/ (*2 ^4) H • • » 



.(7) 



Daar w^ de richtingen der coordinaten-assen niet bepaald 
hebben, nemen w^ deze een oogenblik evenw^dig aan en 
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loodrecht op rjj. Hierdoor is dan x^=x^ en bovendien 

^1 - ^3 _ Opp./\m,m,m, 
x^ — ^4 Opp,/\m^m^m^ 

of 



^1 ^3 ^1 



23 



^1 "^ ^4 ^124 

Trekken we nu de twee vergel^kingen (7) van elkander 
af, dan yinden we oumiddell^k: 

"»3 0,,, {fr: - rn-) + m, 0,,, {^r: - »•::') + •••• = o . . (S) 

Het aantal dezer vergel^kingen bedraagt \p{p — 1), doch 
daarb^ z^n vele afhankel^'ke. Bg sommige zuUen de groot- 
heden als negatiet in rekening gebracht moeten worden, 
namel^k dan , wanneer de l^n , waaraan de F-as evenwgdig 
gedacht wordt, den veelhoek in twee deelen verdeelt. De 
driehoeken ter eene z^de zgn dan positief, die ter andere 
negatief te nemen. 

Uit de vergelgkingen (8) z^n de massa's m^, m^, . . . m^ te 
elimineeren , en alsdan bl^ven er e^n of meer betrekkingen 
over , waaraan de veelhoek onaf hankel^k van de massa's 
meet voldoen. 

§ 6. De handelwgze in de vorige paragraaf gevolgd is niet 
toe te passen, als de materieele punten in eene rechte liggen, 
daar alsdan alle O's nul worden, en de vergelgkingen (8) 
dan identiek z^n. Dit geval eischt derhalve een afzonderl^ke 
behandeling. 

Z^'n er slechts twee materieele punten, dan ontstaan er 
geen vergel^kingen (8). In dit geval is het puntstelsel aan 
geen enkele voorwaarde gebonden. De oplossing is altigd 
mogel^k. 

Zgn er drie materieele punten, dan leveren de vergel^kin- 
gen (8), daar w^ O^^s ^^^^ S^^iJ^ ^^ nemen, 

^12 "^ *'23 ^^ ^13 ' 

doch* de massa's z^n willekeurig. Deze oplossing voor drie 
materieele punten is bekend. 

§ 7. De vergelgking 2rw/c = laat zich schrgven 
Mx^ = m^ (^j — ^2) + ^3 (^1 — ^3) + *"4 («», •— ^4) + - (9) 
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Stellen we opnieuw x^=x^^ dan volgt uit (7a) en (9) , 
door deeling 



a 



m« 



<^i23-^rr' + ^4 0i24C'H 



13 



14 



waarin, even als in (8), negatieve O's kunnen voorkomen. 

Voor drie materieele punten, gelegen in de hoekpunten 
van een gelgkzgdigen driehoek met zgde = a , volgt hieruit 
voor hoeksnelheid 



a=VfM,(i 



n — 1 



§ 8. In de vorige paragrafen is feitel^k de algemeene op- 
lossing voor het vraagstuk gegeven. W^ zullen haar nader 
gaan uitwerken voor vier materieele punten. W^ zullen aan- 
nemen dat r^^ en r^^ de diagonaleu z^n, en komen dan door 
(8) tot de vergel^kingen 

^ ^ ^ 13 14 ^ ' 2 * ^ 23 24 ^ ' 

2 3 V 24 12 ^ ' 3 2 \ 34 13 / 7 

3 * ^ 13 23 ^ ' ^ 3 V 14 24 ^ ' 
« 1 V 24 34 ' ' 1 ^ ^ 12 13 ^ ' 
^ 3 ^ 12 14 ^ 3 1 \ ^3 34 y ? 

^ * ^ 12 23 ^ * 2 ^ 14 

Van deze vergel^kingen zgn er twee afhankelijk van de 
vier overige. W^ vinden uit (10) 



r—-) = 0. 



(11) 



w 



3 13 4 1 4 14 3 



fM l»3 O4 + W4 O3 

en dus in verband met de derde vergelyking (11), na een 
kleine herleidiug, 



w 



,n— 1 «»— 1 
14 



23 



,n— 1 *J»— 1 



13 



24 



/3f 



C^n— 1 I 7»«— U C^«~l -L ^n— 1\ 

^ 14 ' 23 -^ ^ 13 ' 24 ^ 



. . . . (12) 



§ 9. Uit de vergelijkingen (11a), (116) en (lie) volgt 

^13 14 ^ ^ 24 12 -^ ^ 23 34 ^ 



= (r«-^ — r~-i) (r' 

\ 23 oA / V 



,«— 1 r**~^^ (t^~^ r^—^ 



24 



34 13 ^ ^ 12 



'•ir)' ('3) 



en dit geeft na herleiding de betrekking 
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1, r^^-\-r^^, r*-i 
'12 ' 34 12 

1 j^-l _l_ «.n-l 



24 
,n — 1 



•«— 1 
13 



f*U — 1 
34 i 
.»— 1 



"24 » 
•n— 1 -•»»— 1 



14 ' 23 ' 14 23 



= 



. (14) 



' 14 ' s 

Aan deze betrekking moet de vierhoek Yoldoen, wil een 
antwoord op de vraag mogel^jk z^n. Heefb men een vierhoek, 
welke aan (14) voldoet, dan kan men de verhouding der 
massa's uit (11) en de hoeksnelheid uit (12) bepalen, daarbg 
lettende op de teekens der 0*8, als de vierhoek niet convex 
is. In verband met (14) verandert (12) niet, als webehoorligk 
permuteeren, en daar dit a priori is op te m&ken, zouden 
w^ (14) uit (12) hebben kunnen afleiden. 

De determinant wordt, bij deeling der rigen door de groot- 
beden der laat^te kolom , in zooverre veranderd , dat n — 1 
door 1 — n vervangen moet worden. Een vierhoek, welke 
voor zekere waarde van n voldoet, voldoet dus 00k voor de 
waarde 2 



n. 



§ 10. Z^ bgvoorbeeld n = — 1 of n= 3,. dan zullen we 
c met bebulp van (14) uit a, 6, ^ en /3 (ziefig. 1) kunnen 
bepalen. Wy hebben dan 

1, a^ + ft^ + c^ — 26cco««, a^b^-{-c^^2bcco8x), 

0= 1, a^ + P-\-c^^2accos(3, P {a^ -\- c^ — 2 acco8(3), 

1 , a^ + P -\-c^ — 2abco8y y c^ {a^ -{- b^ — 2ab cos y). 

Trekken we a^ -f" ^^ ~h ^^ ^^^ ^^ grootheden der tweede 
en a* b^ -f" ^^ ^^ "h ^^ ^^ ^^^ ^^® ^^^ derde kolom af , dan 
hebben we 

1 , 2 b c cos X ^ bc{b c-\'2 a^ cos »)j 
1, 2accos(3^ ac{ac-\-2P cos fi)j 
1 , 2 ab cosy J ab {a b -{- 2 c^ cos y). 



= 



of 00k 



= 0. 



a J cos « , ft c -j- 2 a* cos a , 
b , cos (3 , ca-\-2b^ cos (3, 
c, cosy, ab -{- 2c^ cos y. 
Deze vergelgking is ten opzichte van c van den tweeden 
graad en geeft derhalve hoogstens twee waarden. 

§ 11. Yergel^king (13) stelt ons in staat na te gaan, welke 
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yierboeken , onafhankel^k van de waarde van n , aan de Yraag 
kunnen voldoen. 

Nemen wg bgvoorbeeld r^j = r^i , dan hebben wg tevens 
e^n der drie gel^kheden 

^13 = ^14 ? ^12 = ^24 of r34 = r^g , 

dat is 

1®. De vierhoek is een deltoid. 

2®. Het vierde boekpunt is bet middelpunt van den omge- 

schreven cirkel des drieboeks , bepaald door de drie andere 

punten. 
3^. Drie der boekpunten vormen die van een gel^'kz^digen 

drieboek. 

§ 12. Zg mj Wj Wg m^ (fig. 2) de deltoid, dan is Oj = O3, 
en wg bebben in verband met (11) m^=^m^. Tevens is dan 



m, 0, 


fjnr—\ ^n— 1 

23 24 


'''*1 _ ^1 12 13 


»»j Oj * 


^n— 1 ^n— 1 ' 
13 14 


* * 24 34 



Daar de massa's positief moeten zgn , vinden we 

(^23 — ^24) Ks — ^14) < en (ri2 — r^^) {r^^ — ^34) < , 
of wel 

\8ec a — (t^ a + <^ j3)i (2 — «ec |3)< , 
{sec X — 2){tgx-\-tgfi — 5«c |3) < , 

waarin « en /3 beide scberp. Dit geeft 

{cos — sin {» + /3)) (2 cos /3 — 1) < 0, 
(co« X — sin (x + /3)) (2 co5 « — 1) < 0, 

waaruit 

/x < 60^ en /3 < 60°, 

en dus ook 



of 



dus 



sin (^ + /3) > cos en "^ cos x^ 
a + /3>90— /3 en >90 — a. 



x + l3> 60^ « > 15^ en /3 > 15°. 

De boeken des deltoids zgn dus alien grooter dan 60°. 
Is de vierboek een ruit, dan z^n derbalve de diagonalen 
langer dan de zgden, Tevens is dan m^ = m^. 
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§ 13. Is de yierhoek zoodanig, als sub. 2^ van § 11 ge- 
noemd werd, en is 0^ de inhoud des driehoeks, waarom de 
cirkel beschreven kan worden uit m^ als middelpunt en r^^ 
als straal, dan is in yerband met (11) 

2 1 V 23 24 '' ' 

3 1 ^ 34 23 ^ ' 
* * ^ 34 34 ' 

Daar nu 0^ onmogel^k nul is en twee der massa's m^^ 
m^j m^ eyenmin, hebben we noodzakel^k 

^23 == ^34 = ^24 » 

zoodat ^ Wj TWj m4 gel^kz^dig is. 

Wg hebben dan tevens tw^ = ^3 = ^4 ®^i ^'^i = willekeurig. 

§ 14. Is r^ 2 = ^23 ^^^13' ^^^ voldoet de vierhoek aan bet 
genoemde sub 3*^. § 11, dan vinden we 

^4 0, {f^' - r«-i) = , 



* ^ ^ 34 24 -^ 

Hieraan kan voldaan worden door m4 = , waardoor wg 
op de reeds in § 6 genoemde oplossing voor drie punten 
terug komen. Is m^ niet nul, dan is 

^14 ^^^'24 = ^34 » 
en w^ vinden de oplossing der vorige paragraaf. 

De waarde van -r-jTr wordt volgens (12) onbepaald, doch 

volgens de aan (12) voorafgaande waarde wordt 

«^ =f{m^ + ^2 + »^3 + 3"*^ • ^^4) «"^^ ^ 
als ^12 = « is. 

§ 15. Gaan wig nog een paar bijzondere gevallen na. De 
determinant (14) wordt nul voor 

^»— 1 _i- y»»— 1 ^ ^«— 1 -i_ ^«— 1 = ^—1 -I- 7.«— 1 
12 '34 13 ' 24 14 ' 23 ' 

^2 

Daar echter -^-=^ niet oneindig groot kan wezen, moeten 

J JXL 

wg tevens hebben 
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^—1 ^ ^»»— 1 = ^«— 1 ^n— 1 — _ ^—1 y*»— 1 

12 * 34 IS * 34 14 * 23 ' 

en dus is dan de vierhoek zooals in de §§ 13 en 14 be* 
sprokene. 

§ 16. Evenzoo is de determinant nul voor 

^ — 1 ^ ^» — 1 ^ — 1 ^»» — 1 ^« — 1 ^» — 1 

12 * 34 13 * 34 14 * 23 



y«— 1 _[_ ^n— 1 ^—1 I ^n— 1 ^«— 1 _l_ ^n— 1' 
13 '34 13 ' 24 14 23 



«*-^ 



leder dezer breuken is dan geljk aan ^^• 

J JXL 

Is b^YOorbeeid n = — 1 , dan vinden we 

7.2 4-7^ =r2 4_r2 =r^ 4-r2= -^ . 
'13 I '34 '^la ^ ^4 '14 i^ ^3 ^2 

Is nu mjmjTnj een willekeurige driehoek, en m^ het 
sn^punt der hoogtel^nen , dan is deze betrekking juist , en 
w^ hebben, als R de straal des omgeschreyen cirkels van 
A m^m^m^ is, 

u = 2RVj~M. 

§ 17. Door gelgkstelling van twee r^'en van den deter- 
minant (14) komen we steeds op den deltoid terug. Wg 
kunnen daardoor dus geen andere bijzondere gevallen ver- 
kr^gen. 

Liggen drie der punten op eene rechte, hetgeen zicb zal 
voordoen als 04 = is, dan geeft (11) 

2 ^ 34 14 -^ 

* ^ ^ 34 34 ^ ' 

^ ^ 14 24 "^ ' 

en dus W4^0 of ^'li = «*24 = ^34. Dit laatste kan niet, dus 
W4 = 0. Dit geval is reeds aangegeven. 

§ 18. Liggen alle punten op eene rechte, dan z^n de 

vergelykingen (7) en (9) te vervangen ddor 

«^ 

— T^=m^ ^12 + ^3 ^"13 + ^^4 ^,4 + ? 

Mr^ = m^ 7*12 + W3 7-13 + m4 ri4 + , 

waarin r^ de afstand van m^ tot het gemeenschappel^k zwaarte- 
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puQt. De teekeas kaaaen echter ook aegatief zgn, en wel 
wordt een afstand in deze of gene zin gemeten, dan is het 
teeken positief of negatief. Zoo is voor vier punten m^, mj, 
9713, m4 1 die elkander aldus opvolgen , 

co^ ^ w^r»^^+W3r«^3 + m4r»^4 ^ ~m^r»^a + m3r*^3 4-W4r»a^ ^ 

fM m^ ^n +^3 ^13+^4 ^4 -^l ^2 + ^3 ^23 + *^4 ^24 

^ -^1 ^13-^2^23+^^4^34 ^ -^1 Tu --^2^14-^3^34 
- ^1 ^3 - ^2 ^23 + ^4 ^34 — W^j r^^ - fW^ r24 ~ m^ r34 * 

Deze laatste break volgt uit de gel^kheid der drie andere. 

Er z^n derhaWe slechts twee grootheden te bepalen, waar- 

voor men gemakshalve twee der massa's kan nemen. 

«^ 
Men kan -^-^ ook bepalen uit 






=0, 



dat is 



OVER ZELF-WEDERKEERIGE POOLKROMMEN, 



DOOR 



P. J. VAN DEN BERG. 



De hier Yolgende b^dra^e werd door mg voor de verga- 
dering van 3 April 1891 der subsectie voor wiskunde van 
de sectie natuur- en scheikunde van het te Utrecht gehouden 
derde Nederlandsch natuur- en geneeskundig congres inge- 
zonden, daar ik verhinderd was, die b^drage alstoen per- 
soonl^k voor te dragen. 

In verband met den b^ die gelegenheid beschikbaren t^d 
had daarop de Heer P. van Mouuik de welwillendheid 
mondeling een overzicht daarvan te geveu, dat onlangs in 
de Handelingen van voornoemd congres werd afgedrukt. 

Om echter meer van nab^ enkele b^zonderheden der ge- 
volgde berekening te doen kennen, is het niet ondoelmatig 
voorgekomen de oorspronkel^ke b^drage thans alsnog in 
haar geheel te dezer plaatse op te nemen. 



Indien van eene stelkundige vlakke kromme de graad ge- 
noemd wordt f^j de klasse v, het aantal dubbelpunten S, 
dat der dubbelraakl^nen r, dat der keerpunten k en dat der 
buigraakl^nen /, dan gelden volgens Pl^ckbe tusschen deze 
getallen de volgende betrekkingen , o^der den vorm, waarin 
Caylby ze door het invoeren van eene hulpgrootheid a ge- 
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bracht heeft , namel^k 23^^^ — ^_|_8v — 3a, 2t = 
= v^ — V -\-8 fi — 3fl5, )c = a — 3v, /^« — 3 fji,; terw^l 
dan bovendien bet zoogenaamde geslacbt of defect, zoowel 
van de kromme zelve als^yan bare wederkeerige poolkromme , 

is i? = |(|C* — 1)(|C*— 2) — J — ic = |(v — l)(v — 2)-T-/ = 

= ^ — fA — V -|- !• ^^ *^ ^^® gevalleu dus, waarin fA = v 

is , bl^kt ook 3 =: r en x =: i te z^n , en kan men , » elimi- 
neerende , scbrgven J = t = ^ (jtt — 2) (ac — 3) — 3 X> en 
X = / = (|CA — 2) + 2 D. Voor |Ca = v = 2 of 3 of 4 bij voor- 
beeld komt bier , om S == r niet negatief te maken , alleen 
i? = in aanmerking , en beeft men jca^v = 2, S = t = 0, 
)c = / = 0; of |6t = y=3, S = T==0, x = /^l; ofAt=v = 4, 
J = T = 1, x = /=:2; terw^i daarentegen voor booger graad 
en klasse ook bet geslacbt der krommen van de bier be- 
doelde soort, wier kenmerkende getallen namelgk dezelfde 
zgn als van bare poolkrommen, gel^k aan of grooter da!n 
de eenbeid zou kunnen wezen. 

Tot mign leedwezen ben ik niet wel in de gelegenbeid ge- 
weest na te gaan, of reeds ergens een algemeen onderzoek 
omtrent dergel^ke krommen — waarb^ de gelgkbeid der 
kenmerkende getallen tocb nog niet noodwendig den ook 
overigens gel^ken aard der bei.de wederkeerige krommen scb^nt 
met zicb te brengen — werd ingesteld. Maar wel trok bet 
m^ne aandacbt, dat op biz. 90, 4' voorbeeld, van Salmon- 
FiEDLEu's Analytiscbe Geometrie der boberen ebenen Kurveo, ^ 
2" Anflage, 1882, m^ns inziens ten onrecbte als zalk eene 
kromme wordt opgegeven de ombuUende der gemeenscbappe- 

Igke koorden van eene kegelsnede -y -j- ^r^^^ °^®* ^bxq op- 

/ x^ y^ V 
volgende kromtecirkels, namel^k de kromme (— 2" + -t2-~"'^) + 

4-27(— y — -jy) =0, waarvoor aldaar gezegd wordt 

je£ = v = 6, 5 = T=6, x = / = 4te zgn. Bedrieg ik mg tocb 
niet, dan beeft deze kromme ten opzicbte van den ricbtcirkel 
a?^4-y2=^2 ^ot poolkromme (a^ j;^-ft^y^)*-^*(a^ar^4-ft2y^)=0 
[big voorbeeld in bet geval der el^kz^dige byperbool, 

N. A. V. W. Dl XIX. 6 
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6^=— a^, de gewone lemniscaata^(a?^+y*)* — -4*(a?*— y*)=0, 
die tevens niet anders is dan de omgekeerde kromme (vol- 
gens wederkeerige voerstraleu ten opzichte van genoemden 
richtcirkel) van deze hyperbool x^ — 2/^ = d^ zelve , of ook de 

voetpuntskromme van de gelgkzgdige hyperbool j;^—t/^= -3-] ; 

zoodat b^ Salmon-Fiedler de kenmerkende getallen moeten 
zgn At "= 6, V = 4, 3 = 4, t = 3, x = 6, / = 0, en daarmede 
« = 18, i) = 0. 

[De hoogleeraar Dr. P. H. Schoutb deed mg ten deze nog 
opmerken, dat ait overeenbrenging van de vergel^king der 

hier bedoelde koorde , namel^k — cos a — |- sin a = co82 a, 

a 

met ux-f- vy -hl^^i) volgt u= ^ — , v = r z^ — » 

^ acosZ X ocoazx 

en dat men dus door eliminatie van » voor de tangentiaal- 

vergelijking der omhuUende vindt (a^w^ — 6^i;^)*=ia*Ti^-|"^^^S 
waardoor werkel^k de vierde klasse ?an deze omhuUende 
bevestigd wordt.] 

Zooals gezegd, zou men als b^zonder geval van de boven 
bedoelde krommen kunnen onderzoeken diegenen, waarvoor 
niet alleen de kenmerkende getallen b^ de poolkrommen on- 
veranderd bl^ven, maar die ook overigens gelijksoortig met 
hare poolkrommen zign en zich dus van dezen alleen onder- 
scheiden door andere waarden van de standvastigen in beider 
overigens — hetzij dan op dezelfde of op verschillende coordi- 
naten-assen — gemeenschappelgke vergelgking. Op grond van 
het projectivisch karakter van poolkrommen in bet algemeen, 
zou men b^ een dergel^k onderzoek in hoofdzaak kunnen 
volstaan met het aannemen van een cirkel als richtkromme. 
En dit is ook het geval, indien men, nog een stap verder 
gaande, zou verlangen, dat de oorspronkel^ke kromme juist 
met hare poolkromme zelve samenvalt;. als wanneer — om- 
dat, bg een richtcirkel, voor twee wederkeerige poolkrom- 
men de omgekeerde of ook de voetpuntskromme van ieder 
tevens voetpuntskromme of ook omgekeerde van de andere 
is — iedere kromme van deze laatstbedoelde of zelf-weder- 
keerige soort tevens gekenmerkt is , doordien zg eene gemeen- 
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schappeligke oirigekeerde en voetpuntskromme moet opieveren. 
Voor den richtcirkel a?^ + y^ = <*^ moeten twee overeen- 
komstige punten (^, y) en (x^ y') van twee wederkeerige pool- 
krommen voldoen, vooreerst aan ^^'-["yy' = ^^ ten andere 
aan xdx-^ydy'^^) en x' dx-^y dy==^Q'^ de som van 
welke beide laatste wederkeerige betrekkingen trouwens de 
differentiaal van de eerste teruggeeft. Hieruit volgt bg voor- 

beeld -r- = ^, = — ; ; — ; of ook , als men de dif- 

dy — dx xdy — ydx 

ferentiaalvergelgking van de eerste kromme voorstelt door 

P dx-\- Qdy =zQ en nog de notatie R=^x P -^-y Q invoert, 

X v' o?' 

= = 7; = ^. Tot op zekere hoogte kunnen nu deze een- 

P Q ti 

voudige formulen reeds dienen om te beproeven, of eene 
kromme van eene aangenomen soort tot de zelf-wederkeerige 
kan behooren; en zoo ja, onder welke omstandigheden. Neem 
als voorbeeld hiervan de algemeene parabolische kromme 
y^ =zAx* -\- B ^**""^ + ....-[- Ix'^ -\- Kx -\- L\ hier is 
P = nAaf^^-\-{n-\)Bar-^ + ..,. + 2Ix + K,Q=--my'^--\ 
A\xHR=^{n — m)Ax*-^{n'-m—\)Baf^^'{' .... — (m — 2)7^^— 
— (m — \)Kx — m L. ZsA nu de poolkromme {x%y^) met 
deze kromme (^,3/) zelve samenvallen, dan moet de aange- 
nomen vergel^king eene gelgktigdige vervanging van x door 

P Q . . 

of = a^ -=^ en van y door y^ = a^ t^ toelaten ; dat is , substi- 

tueerende (a^ Q)* = ( — m a^)" (y*)"*"^ » nioet Aa^» P* + 
+ J5 a^^^^^P^^Ii + .... + /a* P^R^^ + Ka^ P R'-^ J^ 

+ LRr— {—ma^YRr^ {Ax-+ B af^^ -{- +-?^^ + 

-{- Kx-\'LY^^ = Q zich bg sabstitutie van P en JK tot eene 
identiteit herleiden. Dit vordert vooreerst, dat de coefScient 
van den enkelen , en wel in L R* vervatten , hoogsten term 
^* , namel^k de coeflBcient L ((w — m) A)*^ gelijk nul zg , 
heigeen — als de voorgestelde kromme werkeligk in x tot den 
^den gi-aad zal opklimmen en dus A niet = is , en het 
straks te onderzoeken bgzondere geval m = n voorloopig daar- 
latende — vereischt L == 0. Maar dan verdwgnt in de voren- 
staande identiteit de geheele term L R* en jaist daardoor 
behoadt zg slechts een term van den alsdan hoogsten graad 
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(w^ — 1) in x^ wiens coefficient K a^ {n A) ((n — m) ^)*-"^ 
weder geligk nul moet z:gn, en dus £^=0 doetkennen. Zoo 
Yoortgaande bligken alle coefficieuten L, K^ I enz. tot en 
met B gelgk nul te moeten wezen, en derhalve in het al- 
gemeen geene andere parabolische krommen dan y* = Aaf 
tot de zelf-wederkeerige te kunnen behooren. Maar alvorens 
deze nu nader te bepalen , keeren w^ eerst ter zake van deze 
laatste yergelgking een oogenblik terag tot de wat alge- 
meener beschouwing van de boven reeds yermelde, niet 
samenvallende , maar toch onderling geligksoortige, poolkrom- 
men. Die vergelgking toch geeft P=^nAx^~^^ Q=—my^~^<, 

R^(n-m) Ax- = {n-m)y^, x = , y =- , 

\n — m) X \n — m) y 

en duSy bg eliminatie van .r en t/, de werkelgk gelgk- 

soortige poolkromme y'* = A' x* ^ waarvoor namel^k 



\n—in, 



(^— 711^* (fi —— 171 V 

-4-4' = ^ \. ^, blnkt te zgn. En hierin is, door 

A:=^A te vorderen en dus aan A} deze laatstgevonden 
waarde te geven, teveus het geval van de zelf-wederkeerige 
kromme y*=: Ax* vervat. Op te merken valt nog dat — ter- 
wgl blgkens xx' -\-y y z=: a^, bg elk paar wederkeerige pool- 
krommen van willekeurigen aard de som der beide symme- 
trische producten x x' en y y steeds standvastig moet zgn — 
b^ geene andere wederkeerige poolkrommen dan de even ge- 
vonden parabolische gel^ksoortige , ieder dier producten op 
zich zelf standvastig bl^ffc; immers, de stand vastigheid der 

verhouding — j , dat is van — ^ , voert door integratie 

dadel^k tot een vorm zooals y" = -4a?". 

[De hoogleeraar Dr. D. J. Korteweg deelde mg ten aan- 
zien der krommen van den derden graad nog het volgende 
mede: 

» Ondertusschen is het mg opgevallen, dat aw opstel ook 
over de krommen van den derden graad alle uitsluitsel geeft, 
dat men wenschen kan. Onder de zelf-wederkeerige krommen 
vind ik immers de beide derde-graads-krommen y'^ = A^ x^ 
en y = Ai^ x^. Voor A kan men , door eene keuze van a te 
doen, krggen wat men wil. Nu zgn, zooate bekend is, alle 
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derde-graads-krommen de perspectieven van ^ne der krom- 
men y^ = A^{x — a) {x — 6) (a: — c). Van deze kunnen alleen 
die , voor welke a = h = c is , zelf- wederkeerig zgn , omdat 
dit de eenige zgn, die een keerpunt en e^n buigpunt ver- 
toonen. Deze zgn identiek met y^ = A^ a^. Zg zgn dus ook 
alien zelf- wederkeerig , evenals hunne perspectieven. Hieruit 
Yolgt das, dat voor de krommen van den derden graad, die, 
wier klasse gel^k is aan bun graad » alien zelf- wederkeerig 
zgn. Door projectiviscbe vervorming kan men ze naar ver- 
kiezing de gedaante y^ = A^x^ of t/ = A^ x^ doen aannemen. 
In bet eene geval is bet keerpunt de oorsprong, bet bnig- 
punt een oneigenl^k punt; in bet tweede geval omgekee^d. 
Buigpunt en keerpunt zgn voorts, als ik mg niet vergis, over- 
eenkomstige punten/'J 

Oyergaande tot bet reeds boven aangeduide uitzonderings- 
geval m = w , bepalen wg ons tot m = n= 3 en gaan daarbg 
uit van den vorra y^=^Ax^-\-2Bax-\' Ca^* Dan is 

f_ ^P a{Ax-{-Ba) ,_ ^Q _ ay 

^~'*:K"" Bx+Ca ^"^ y ~'' R~ Bx+Ca' 
zoodat, deze waarden in den aangenomen vorm in de plaats 
stellende van x en y, voor de zelf-wederkeerige kegelsnede 
van dezen aard identiscb A(Ax-\-Bay — 2 B (Ax-^Bu). 
.{Bx+Ca)+ C{B x+Cay-^{Ax^-\'2 Bax+Ca"") = 
moet zgn , betgeen vordert A^ — 2AB^-\-B^C — ^ = 0, 
B{A^-'B^-AC+(P^l) = 0enAB^-2B^C+G^-C=0. 
Hieraan is te voldoen, betzg door de drie voorwaarden jB = 
met -4 (-4^ — 1) = en (7 (6^ — 1) == , betzij door de twee 
voorwaarden A^ — B^ — A C+ C — 1=0 en {B^ — A C) . 
.(-4— C) = 0, dat is, of JB^ = ^C met (^— (7)^=1, of 
B'==A^ — 1 met C=A. Zoodoende komt men in bet ge- 
beel tot de volgende oplossingen : 1®. 3/^ = , die ecbter , 
^' = 0, 3/' = cx> gevende, oneigenlgk is; 2^ ^/^ = ±^^ on- 
eigenlijk wegens x^ = ±y^= 00; 3^. y^ = ± a^ dat zgn 
twee evenwgdige raaklgnen aan den ricbtcirkel x^ -^ y^ = a^ 
of aan de gelgkzgdige byperbool x^—y^ = a^; 4^y^=±a7^±aS 
dat zgn de ricbtcirkel zelf, de onbestaanbare cirkel ^^-|-y^==— a^, 
en de aan deze beide cirkels dubbel-rakende twee gelgkzgdige 
byperbolen x^ — y^ = ± «^ (die trouwens ook als zelf-weder- 
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keerige krommen , voor m = -r-^ = — 2 , begrepen zgn 

in de opmerking bij Salmon-Fiedlee , biz. 101 — 102, dat 
namelgk voor polaire coordinateD de wederkeerige poolkromme 
van p^^d^coamoi deze zelfde vergelgking heeft, behoudens 

vervanging van m door --^ ; terwgl zij ook door den 

m. -|- 1 

Heer W. Mantel als zoodanig vermeld worden op biz. 382 
der Wiskundige Opgaven van het Wiskundig Genootschap, 
4« deel, 6« stuk, 1890, N^. 156); verder 5o. y^=\x{/A± 
± V'(-^±1)P» dat zgn een paar raaklgnen, hetzjj aan den 
cirkel of aan de hyperbool j?^ j: y^ = a^ (en waarin dus weder 
de 2' en 3® gevallen begrepen zgn) ; eindelgk 6^. — en daarom 
is het hier voornamelgk te doen — voerende de notatie 

A=C='^±^,en B=V(A^-l) = --^^m (alwaar 

b naar verkiezing positief of negatief kan z^n), dekegelsnede 
{a^ + P)a!^— 4:anx+ a^ (a^ + P) — {a^--P)f = of 
a^ (x — by-i-{bx — a^^y — (a^ — b^) i/^= (voor b^ < a^ eene 
hyperbool , voor P > a^ eene onbestaanbare ellips , voor 

b^ = — a^ de onbestaanbare parabool j/^ = qp 2 a V — 1 . a? , 

welke laatste trouwens reeds in het boven behandelde algemeene 

geval y^=^Ax* voor m = 2, w = l, dus aldaar ^^=— -(2a)^ 

vervat is), en welke kegelsnede onder de vorinen — (a^— 6^). 

.[aP'-\-f — a^) + 2 a^ (x — 6)^ = en {a^-P) (^^-y^-a^)^- 

-j-2(6a:— a^)^ = blgkt, wat ook b zg, steeds met den 

richtcirkel x^ -^-y^ — a^ = eene dubbele raking volgens de 

raakkoorde a? = 6 , en met de hyperbool x^ — y'^ — a^ = 

eene dubbele raking volgens de toegevoegde of wederkeerige 

a?' 
raakkoorde ^ = -7- te hebben; terwgl bovendien de beschou- 



wing telkens van de genoemde veranderl^ke kegelsnede, 

vasten cirkel en vaste hyperbool eigenaardig wordt aangevuld 

door de bgkomende veranderlijke kegelsnede a^ {x — by ■\- 

a} 
-{-{b X — a^Y + («^ — P')y^ = ^i die » hetzg door 6 en — , 

hetzij door t/^ en — 3/^ te verwisselen , uit de oorspronkelgke 
voortkomt, dus vooreerst eveneens tot de zelf- wederkeerige 
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a} 



behoort , maar na integendeel den richtcirkel volgens x= ^ 

en de hyperbool volgens x = b dubbel raakt, en ten andere tevens 
met de oorspronkel^ke kegelsoede eene dubbele raking heeft vol- 
gens de ook aan cirkel en hyperbool gemeene raakkoorde y = 0. 
Deze bi^komende kegelsnede verkrggt vooral beteekenis, 
indien w^ er thans toe overgaan de hier gevonden op een 
richtcirkel betrekkel^ke uitkomsten perspectivisch tot eene 
willekeurige kegelsnede als richtkromme uit te strekken. Maar 
alvorens een paar opmerkingen. Yooreerst d^ze, dat geene 
andere kegelsneden tot de zelf-wederkeerige kunnen behoo- 
ren, dan die wy zoodoende zullen vinden. Want, weliswaar 
ontbreekt in de boven onderzochte vergel^king y^ = Ax^ -\' 
-|- 2 J5 a »t? + Co} zoowel de term in xy als de term in y ; 
maar de eerste dezer termen kan zoo noodig steeds door 
eene behoorlgke, in ieder geval op de vergelgking van den 
richtcirkel zonder invloed blgvende, wenteling der coordina- 
ten-assen verdreven worden ; en wat den tweeden terra be- 
treft , indien men, het eerste lid y^ aanvuUende tot y^-\-2S ay^ 
alsdan eene berekening als boven herhaalt, en van de door 
substitutie der nieuwe x en y thans b^komende termen in 
^y en in 1/ de coeflScienten gelijk nul stelt, blgkt 6i S = Q 
te moeten wezen als boven , of jB = , wat slechts op eene 
verwisseling der coordinaten-assen nederkomt, of wel de 
onderstelde kegelsnede bl^kt in twee rechte l^nen te ontaar- 
den. De onderzochte vergelijking was derhalve algeraeen ge- 
noeg , wat trouwens te voorzien was, omdat twee willekeurige 
kegelsneden — dus ook als de eene zelf-wederkeerig is ten 
opzichte der andere — steeds perspectivisch te herleiden zgn 
tot een cirkel en tot eene kegelsnede met gemeenschappelgke 
as. (Zelfs met twee gemeenschappel^ke assen, zoodat w^, 
strikt genomen , van den aanvaug af ook ^ = hadden kunnen 
stellen, als wanneer de perspectivische vervormiug der alsdan 
komende, boven als 4* oplossing vermelde en tevens voor 
6 = in de 6' oplossing zelve begrepen , twee cirkels en 
twee gelgkzijdige hyperbolen j/* = dz ^^ di a^ ons tot geen 
minder algemeene uitkomst dan de zoo dadelgk te vermelden 
zou hebben geleid.) 
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Eene tweede opmerking is, dat, door in x en y' de in 
a en & nitgedrukte waarden van J. = (7 en jB te substitaeeren, 
als vergel^king der Ign van twee toegevoegde punten (.r, y) 
en {x ^ y) der zelf-wederkeerige kegelsnede gevonden wordt 

^ = *L. £. — : — £ — _• ten bl^ke, dat al dergelgkelgnen 

door de raakpool (-^, O) van deze kegelsnede zelvemetden 

richtcirkel gaan ; zoodat tevens de raakkoorde ^ = & meet- 
kundige plaats is der gemeenschappelgke polen van deze 
zelfde l^nen ten aanzien van de kegelsnede en van den richt- 
cirkel. 

Wat nu de perspectief betreft van den meergenoemden 
richtcirkel x'^ '^y^ = a}^ van zgne toegevoegde hyperbool 
x^ — 3/^ = «^) en van de beide onderling toegevoegde kegel- 
sneden a^ [x — by -\-{b x — a^Y =F [a} — 6^) y^ = , in die 
perspectief bl^ven niet alleen de drie laatstgenoemde krom- 
men ieder dubbel-rakend en zelf-wederkeerig aan de eerste, 
maar bovendien komen de twee eerste krommen, die in de 
oorspronkelgke figuur om zoo te zeggen eene meer vaste 
hoofdrol vervulden , nu in dezelfde algemeene verhouding als 
de twee laatste voor. De voorkeur, aanvankelgk uitsluitend 
aan eene der vier krommen als richtkromme toegekend^ komt 
dan ook in de nieuwe figuur te vervallen, en deze figuur 
bestaat uit vier gelijkwaardige , elkander twee aan twee dubbel- 
rakende kegelsneden , ten opzichte van ieder van welke als richt- 
kromme ieder der drie overigen haar eigen poolkromme is , ja 
zelfs de gebeele, door zekere b^behoorende lijnen en punten 
aangevulde figuur haar eigen poolfiguur wordt. Voor het over- 
zicht in analytischen zin sch^'nt hier de aanname der drie 
raakkoorden (dat zgn alzoo de perspectieven der drie oor- 

spronkel^ke raakkoorden y = 0, x = b en x= -j-) als tri- 

lineaire coordinaten-assen <% , /3 , 7 niet ongeschikt , en in dien 
zin komt men dan op de vier aan den assendriehoek ABC 
gekoppelde kegelsneden 
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— ^*«^ + jB^/3^+C^y2 = 0, (1) 

A^x^--S^li^+(Py^ = 0, (2) 

^^«^ + jB2/3^— (?y^ = 0, (3) 

A^x^-\-B^(3^-l-C^y^ = 0, (4) 

neder, van welke, zoodra -4^, B^, C^ bestaanbaar, hetzig 
positief of negatief, z^n, steeds drie bestaanbaar zgn en de 
yierde onbestaanbaar. 

De b^behoorende figunr bg yoorbeeld , betrekking hebbende 
op positieve A^j B\ C^, en dus op eene onbestaanbare kegel- 
snede (4), vertooDt: 

Id. Drie hoekpunten van den 16. Drie zgden van den as- 

assendriehoek , of raak- sendriehoek,ofraakkoor- 

polen der vier kegelsne- den der vier kegelsneden 

den twee aan twee , als : twee aan twee, als : 

A of (/3=0, y = 0), BC of « = 0, waarop 

waaruit B |3 = dz C y B/3=±Cy als raakpnn- 

als raakl^nen van (2) ten van (2) en (3), B|3 = 

en{S)jB0=±Gy{/:iA =±Gy\/~{ alsraak- 

als raakl^nen van (1) punten van (1) en (4), 

en (4), en hebbende B C en hebbende A of (/3 = 0, 

of a = tot raakkoorde y = 0) tot raakpool met 

met (1), (2), (3) en (4); (1), (2), (3) en (4); 

B of, enz. : C A of , enz. ; 

C of, enz. A B of, enz. 

Ha. Zes , twee aan twee op IK. Zes , twee aan twee door 

de drie Ignen van 16, de drie punten van la, 

en drie aan drie op de en drie aan drie door 

vier I^Den van 1116, lig- de vier punten van Ilia, 

gende raakpunten der gaande raakl^nen der 

kegelsneden (1), (2), (3) kegelsneden (1), (2), (3) 

iwee aan twee, als: twee aan twee, als: 

(BC) of(«=0,BiS=Cy), A(BC) of B/3 = Cr, heb- 

hebbende A (B C) of bende (B C) of (a = , 

B /3 = C y tot pooUgn B |3 = C y) tot pool in 

in (2) en (3), en A (B'C) (2) en (3), en (B' C) of 

of B |3 = — C y tot (« = , B /3 = — C y) 

poollgn in (1) en (4); tot pool in (1) en (4); 
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(B'C) of (« = 0,B/3= 
= — C y), hebbende 
A (B'C) ofB/3=-Cy 
tot pooUgn in (2) en (3), 
en A(BC) of B|3=Cy 
tot pooll:gn in (1) en (4) ; 
(C A) of, enz. ; 
(C A') of, enz. ; 
' (AB) of, enz.; 
(A'B') of, enz. 
nia. Vier , twee aan twee op 
de zes Ignen van 115 
liggende sngpunten ran 
drie raakl^nen der kegel- 
sneden (1), (2), (3) twee 
aan twee, als: 
(ABC)of(A«=B/3= 
=Cy), hebbende (B' C) 
(CA) (AB) of-A« + 
+ Bi8 +0^=0, (BC) 
((rA')(AB)ofA«-B/3+ 
4-0^ = 0, (BC)(OA) 
(A'B') of A« + B|3- 
_Cy = 0, en (B'C) 
(C A') (A' B') of A « + 
+ B/34-Cy = tot 
poollijnen opvolgend in 
(1), (2), (3) en (4); 
(A' EC) of (— A« = 
= B/3 = Cy), enz.; 
(A B'C) of (A« = 
= — B/3=Cy), enz.; 
(ABC)of(A« = B/3 = 
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A(B'C)ofB/3=-Cy, 
hebbende (B'C) of («=0, 
B/3 = — Cy) tot pool 
in (2) en (3), en (BC) 
of (« = 0, B/3 = Cy) 
tot pool in (1) en (4); 
B(CA) of, enz.; 
B(CA') of, enz.; 
C (A B) of, enz. ; 
C (A' B') of, enz. 
Vier, twee aan twee 
door de zes punten van 
Ila gaande Ignen van 
drie raakpanten derke- 
gelsneden (1), (2), (3) 
twee aan twee, als: 
(B' C) (C A') (A' B') of 
A«+B/3+ Cy= 0, 
hebbende (A' B C) of 
(_ A« = B/3=Cy), 
(AB'C)of(A«=-B/3= 
=Cy),(ABC)of(A« = 
= B|3=-Cy),en(ABC) 
of (A « = B iS = C y) 
tot polen opvolgend in 
(1), (2), (3) en (4); 



(B' C) (C A) (A B) of 
- A«+Bi3+Cy=0, enz.; 
(B C) (C A') (A B) of 
Aa— Bi3 + Cy=0, enz.; 
(B C) (C A) (A' B') of 
A« + Bi3— Cy = 0, enz. 



= — C y) , enz. 

Overeenkomstig het boven voor het geval van den richt- 

cirkel opgemerkte, gaan bovendien de Ignen van elke twee 

ten opzichte van (2) wederkeerige punten van (3), en van 

(3) ten opzichte van (2), en van (1) ten opzichte van (4), 
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en van (4) ten opzichte van (1), alien door het punt A; 
terwijl het punt B eene zelfde beteekenis heeft voor de ver- 
bindingen (3)(1) en (2) (4), en het punt C voor de verbin- 
dingen (1) (2) en (3) (4). 

Niet alleen zgn de vier gevonden kegelsneden (1), (2), (3), 
(4) ieder haar eigen poolkromme ten opzichte van ieder der 
drie overigen, maar zij hebben, wat meer is, de eigenschap 
dat, indien men van eene geheel willekeurige figuurdepool- 
figuur opmaakt ten opzichte van eene dier vier kegelsneden, 
van deze poolfiguur weder de poolfiguur ten opzichte van 
eene tweede der kegelsneden, en indien men zoo voortgaat) 
totdat alle vier kegelsneden als richtkrommen verbruikt z^n, 
men weder op de oorspronkelgke figuur nederkomt. Want 
bij voorbeeld een willekeurig punt {I, m, n) heeft tot pool- 
lijn ten opzichte van (1) — A^ Z ^ + B^ m /3 -|- C^ n y = ; 
deze pooUijn heeft tot pool ten opzichte van (2) het punt 
( — I J — 771, n); deze pool heeft weder tot poollgn in (3) 
— A,^ la — B^m/J — C^wy = 0; en van deze pooUgn is 
eindelgk de pool in (4) het punt {-^ i, — m, — n), dat is 
weder het oorspronkelgke punt. En daar dit nu geldt voor 
ieder punt, en blijkbaar evenzeer indien de hier genomen 
volgorde (1), (2), (3), (4) der vier kegelsneden door eenige 
andere orde wordt vervangen , is hiermede het gestelde be- 
wezen. 

Deze eigenschap heeft wel eenige overeenkomst met eene 
dergelgke, die bg omkeering van vlakke figuren volgens we- 
derkeerige voerstralen geldt, namelgk (zie Dr. GiNO Lobia, 
Remarques sur la geometric analytique des cercles du plan, 
etc., in The quarterly journal of pure and applied mathe- 
matics, N^. 85, 1886, pag. 61): eene vlakke figuur ver- 
andert niet, indien zg onderworpen wordt aan vier omkee- 
ringen, waarvan de richtcirkels elkander loodrecht doorsnijden. 
En niet onmogelgk is het, dat beide eigenschappen als bg- 
zondere gevallen begrepen zouden zgn in eene meer alge- 
meene theorie van vier — of ook minder of meer — ver- 
vormingen van edne zelfde soort, die tot de oorspronkelijke 
figuur terugvoeren. Althans eenige andere eenvoudige gevallen 
van dezen aard laten zich dadelijk aangeven; bij voorbeeld, 
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symmetrische omzetting ten opzichte van vier het vlak in 
vier kwadranten verdeelende assen (waardoor men van eenig 
punt (^,y) opvolgend overgaat tot (^, — y), ( — .r, — y), 
( — x^ y) en dan weder tot (^, y) zelf terugkeert) ; of omkee- 
ring beurtelings van eene der coordinaten (dat is vervorming 

van {x, y) tot (x, - j , (-1-)' ("'y) ®^ ^®*®^ ("^^ 2/)); ^f 

symmetrische omzetting ten opzichte der vier hoekpunten van 
een parallelogram (bg voorbeeld van (a?, y) gaat men over 
tot (2 Oj — x^ 2 6j — y); enz.); en meer dergelgke. Ook in 
de ruimte zgn overeenkomstige in zich zelve wederkeerende 
vervormingen mogelgk; waarvan als voorbeeld kan strekken 
het geval van drie door eene l^n gaande vlakken en van 
drie in eene lyn liggende pnnten, welke beide stelsels on- 
derling zoo kunnen samenhangen , dat, als men de perspectief 
van iedere in een der vlakken liggende figuur uit het bj- 
behoorende punt neemt op een tweede der vlakken als glas, 
hiervan weder de perspectief uit het b^behoorende punt op 
het derde vlak, en van deze de perspectief uit het derde 
punt op het eerste vlak , aldaar weder de oorspronkelgke figuur 
terugkomt. 

Door den Heer J. C. Kluyver werd ik opmerkzaam ge- 
maakt, dat in § 54 van Stbiner-Schroter , Theorie der Ke- 
gelschnitte gestutzt auf projectivische Eigenschaften , 1867, 
het boven besproken viertal kegelsneden reeds als »harmo- 
nisch-zugeordnete Kegelschnitte", ofschoon langs geheel an- 
deren weg , behandeld is ; dat het ook voorkomt in Dr. Chr. 
Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, I; en dat 
in het Bulletin de la Societe philomatique , VII, 1, eene 
verhandeling van Pouret te vinden is over krommen, die 
hare eigen wederkeerige poolfiguren zgn ten opzichte van 
oneindig vele kegelsneden ; alwaar volgens het Jahrbuch fiber 
die Fortschritte der Mathematik onder anderen de volgende 
eigenschap voorkomt: >Wenn eine Curve C die Eigenschafk 
hat , dass sie in Bezug auf ein einstufiges Kegelschnittsystem 
ihre eigene Polare darstellt, so liegt jeder beliebige Punkt 
zusammen mit den Beruhrungspunkten aller von ihm aus- 
gehenden Tangenten auf einem und demselben Kegelschnitt. 
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Eine solche Curve C hat die Gleichung m" v^ t(?y == 2?, wo w , 
t?, w lineare Punktionen von x und y bedeuten, D eine be- 
liebige Gonstante ist, und as, /3, y drei reelle oder imaginare 
Zahlen sind, welche der Bedingung «-|-/3-|-y = geniigen. 
Aualoges findet bei Flachen statt'\ 



Na deze uitweiding keeren wg thans tot ous eigenlyk 
onderwerp terug. Maar in plaats van, als boven, te blgven 
uitgaan van eene aangenomen soort van krommen, om te 
onderzoeken, weike krommen van deze soort misschien tot 
de zelf-wederkeerige kunnen behooren, kan men althans 
in sommige gevallen zelf-wederkeerige krommen ook recht- 
streeks b:g voorbeeld als volgt bepalen. Men denke zich de 
omhullende der verbindingslgn telkens van twee bgeenbe- 
hoorende of toegevoegde punten {x^y) en {x\y) eener zelf- 
wederkeerige kromme; men verlange dat deze omhullende 
eene gegeven kromme (X, T) zal zgn, en trachte langs dezen 
weg de zelf-wederkeerige te vinden, waartoe zg aanleiding 
kan geven. Niet ondoelmatig schgnt het daarbg, zich deze 
omhullende volgens Moi?6e gegeven te denken — indiea / 
eene willekeurige functie van eenige veranderlgke «, en /' en 
f" de eerste en de tweede afgeleide dier functie voorstellen — 
door het stel formulen X= f dn x -^ f cos »^ Y='-fco8x-\- 

, ., . . ,,.., dY (f 4- f") sin X. d ot 

A-f sinx. waann, blnkens -—=r = y. "^^.^ z=:tg x, 

~'^ ' ^ ^ dX (f+f')cosx.dx ^ ' 

X de richtingshoek der raaklgn in (X, Y) beteekent. Noemt 

men dan namelgk r en r de afstanden van dit raakpunt 

tot de beide op deze raaklgn liggende toegevoegde punten 

(x^y) en {x\y) der zelf-wederkeerige kromme, dan heeft 

men x = X-^rcosx=:f8inx-\-{r-\-f^)cosx^ y=Y-\-r8inx= 

= — fcosx-^-^r +/') sin x, en x en y evenzoo behoudens 

vervanging van r door /. De substitutie dezer waarden in 

de bg den aanhef opgemaakte betrekkingen xx' -{-yy^ = a^ 

en x'dx-^y'dy=^Q tusschen twee ten opzichte van den 

richtcirkel x^-^y^^a?' wederkeerige punten geeft dan voor- 

eerst (r +/) (/+/)+/^ = a^ ten andere -/r +(/+/) . 
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.(f-\-f"-\- — ) = 0, dus ook , door r tusschen deze beiden te 

elimineeren , /r* +// r+(/*-a») (/+/") + (/*-«*) ^= 

== 0. Terwgl de eerste dezer drie vergelgkingea b^ onder- 
linge verwisseling van r en / onveranderd blijft, laat zich 
uit de tweede door die verwisseling nog eene overeenkomstige 
afschrgven, evenais uit de derde, die zoodoende blykt eene 
gemeenschappel^ke differentiaal-vergel^king ter bepaling van 
r en r te zgn. Wordt deze vergelgking, na voor /, dus 
ook voor /' en /", bepaalde functien van « te hebben aan- 
genomen, ge'integreerd , dan zullen r en r' zich dus in het 
algemeen slechts door twee verschillende waarden van de 
integratie-standvastige onderscheiden : twee waarden trouwens , 
die krachtens (^+/') (»*'+/') 4"/^ = ^^ ^^^ elkander ge- 
bonden zgn. Zoodoende worden, door de verkregen r in 
^ en 3/ , en r in x en y te substitueeren , en door voorts « te 
elimiueeren , twee onderling geligksoortige wederkeerige pool- 
kroramen (.r, y) en (a:', y') bepaald ; en in al die gevallen dus, 
waarin zic^ de twee genoemde standvastigen z66 laten nemen, 
dat deze beide krommen samenvallen, ^ene enkele zelf- weder- 
keerige kromme. In sommige omstandigheden zou het mo- 
geligk aanbeveling verdienen, in plaats van de gemeenschap- 
pel^ke differentiaal-vergelgking in r of in / de gemakkel^k 

op te maken overeenkomstige vergelgking voor - of voor - 

T T 

of voor eene der symmetrische functien r + r', rr' of — -|-- 

T T 

te gebruiken. 

Wij zullen ten besluite de thans besproken handelwgze 
nog op een paar voorbeelden toepassen, en nemen daarbg 
in de eerste plaats het geval , waarin verlangd wordt , dat de 
beschouwde omhuUingskromme zich tot een enkel punt 

/X=-7, Y=0) herleidt. Daartoe heeft men te stellen 

d d oi?' 

y = - Mn 05 , dus f =:— COS X en /" = — - sin » = — /; 

zoodat de vergelgking, waardoor r en / zelve samenhangen, 
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en de gemeeaschappel^ke differentiaal-vergel^king , waar?an 

beiden afhangen, thans bl^ken onder de vormen ( p ^j • 

/I bco8x\ b^ {P — a^ sin^ x) ^ _l ^* 



a* 8%n OL, cos » 



a^ 8w} X 



, — dx = — r* s — r-s — d X ffeschreven te kunneu worden. 

r b^ — a^ 8%n^ x 

Deze laatste , lineaire , vergelgking geeffc tot algemeene iotegraal 

- = — 4- C V{b'^ — a^ sin} x) : voor - geldt dus dezelfde 

r 0^ — a^ r 

waarde , behoodens vervanging van C door zekere C ; en de 

eerste vergelgking leert dan, dat de beidestandvastigen moeten 

samenhangen volgens C C = ~y7U 272* ^oodra dit het ge- 

1 a^ 

val is , bepaalt de gevonden — in verband met •» == t- + 

r o 

-\-r cos X en met y = rsin x, door r en « tusschen hen te 
elimineeren, eene kromme, en bepalen /, of en y op de- 
zelfde wgze eene kromme van dezelfde soort, in dier voege, 
dat deze beiden elkanders wederkeerige poolkrommen z^n, en 
wel zoo, dat volgens den gestelden eisch de Ign van twee 

wederkeerige punten steeds door het vaste punt (-7 > j gaat. 

Maar tot ^ene enkele, rationeele, zelf- wederkeerige , samen- 
vallen , kuunen deze twee krommen , gelet op den irrationee- 

len voor - en — gevonden vorm, slechts dan, wanneer(7=— (7 
r T 

en dus = ± —j^ ^ v^Hi is. Alsdan wordt - = =^ = ± 

a\}r — a'') r b^ — a^ 



6 \/(c?' sin^ X — 6^) 
a {p — a^) 



± ^^7^2 ^2^ , hetgeen , ter evenvermelde eliminatie 



a^ 



van r en a geschreven als a^ |6— (-r -f-rco««)P— j(a^— 6^) . 

. (r sin xy — {br cos x^ | =0, dadelgk geeft a^ (x — by — (a^ — 6^)y^+ 
-\-{b X — a^y = , dat is niet alleen de reeds boven ten op- 
zichte van den richtcirkel a^-^y^^^a^ beschouwde algemeene 
kegelsnede, maar nu tevens deze kegelsnede als de eenige 
zelf- wederkeerige kromme , waarvoor de omhuUende der Ignen 
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van de toegevoegde panten-paren zich tot een enkel punt 
samentrekt. 

Als tweede toepassing nemen wy het geval, waarin de 
meergenoemde omhallende de cirkel X*+ I^^ = 6^ zal zgn. 
Daartoe moet /=6, dus f = Q en /" = 0, genomen wor- 
den , waardoor de eindige vergelgking tusschen r en / en de 
differeniiaal-yergel^king in r ofin r wordenrr +(^*— <**) = 

en , , ., r = — r-s ». Deze laatste geeft als algemeene 

r^4"* — or 0^ — a^ 

ib X I 

t' dezelfde waarde, maar onet C in plaats van C; en de 
substitutie van deze r en / in de eerste vergelgking doet 
dan zien dat, k een willekeurig geheel getal z^nde, C^=C±: 

± ^^ ^ — — moet zgn. Met inachtneming hiervan zal de 

eliminatie van r en « tusschen de gevonden r in verband 
met x = b aina-^r cos X en y = — b cos x-}-r sin x , of, wat 
hetzelfde is, de eliminatie van x tusschen de beide vergelg- 
kiugen xsinx — y cos x = b en (r =) l/ {se^ + ^^ — ^^) = 

Ib X 1 

— p ^ -4- C I , als meetkundige plaats 
\/{p a ) I 

van {a , y) de transcendentale kromme x sin I j • 



H«V"Tt^'+<^)|+!' 



. i/(t' - a') 

COS 



. Iboog tg 1/ — p"^ — i ^ ^)\ = "~ '^ opleveren, die nu, 

ten opzichte van /i?*-|-y^=:a^ als richtcirkel en met den 
gel^kmiddelpuntigen cirkel X*-j- F^ = 6* als omhuUende 
der meergenoemde verbindingslgnen, de wederkeerige pool- 
kromme is van de gel^ksoortige transcendentale, voor welke 

C±:- "^ ^ in plaats van C komt. Voor het samenvallen 

overigens dezer beide krommen wordt, k' weder eenig geheel 

getal zgnde , vereischt ^ C = ^ , C±:2k ^^ 
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dat is ^^ — ^ (2 A + 1) = It 4 i', zoodat men , door de 

4yfe' 
notatie K^=± ^ .. . in te voeren en tegelgkertgd — zon- 

der aan de algemeenheid te kort te doen — de coordinaten- 
assen z66 te laten wentelen, dat de willekearige standvastige 
C=0 wordt, als transcendentale zelf-wederkeerige kromme 

van dezen aard verkrggt a sin iK boog tg — j-^ ^ \ 4- 

( b K. ^ 

Irr-i: V/(^^ f y' — 6*) I 

+ y C05 \K boog tg ^-~ j = — 6. 



Min of meer in yerband met het behandelde onderwerp 
staat de misschien reeds elders herhaaldelgk gemaakte op- 
merking, dat ook de logarithmische spiraal, ofschoon niet 
tot de zelf-wederkeerige poolkrommen behoorende, toch onder 
de menigvaldige krommen van hare eigen soort, waartoe z^ 
aanleiding geeft, hare voetpantskromme , hare omgekeerde 
en dns ook hare wederkeerige poolkromme als zoodanig 
vertoont. 



N. A. V. w. Dl. XIX. ) 



NIEUW BEWIJS YOOR DE STELLING VAN EULER, 
BEWEZEN VOOR CONVEXE LICHAMEN , 



DOOK 

J. M. THIEL. 



In de ruimte kunnen wig een vlak beschouwen, dat aan 
geen enkele der ribben van een veelvlak evenwgdig is. We 
bewegen dat vlak, door bet evenwgdig aan zich zelf te 
verschuiven , d66r het lichaam been , en teekenen daarb:g aan 
bet aantal boekpunten , ribben en zijvlakken , welke b:g die be- 
weging acbtereenyolgens boven bet vlak komen : de ribben en 
zyvlakken eerst dlin , als ze gebeel door bet vlak zyn gegaan. 
Wanneer het eerste boekpunt er boven verschenen is, z:gn 
er nog geen zgvlakken en ribben, die geheel boven het vlak 
liggen. Maar telkens wanneer ^en der overige boekpunten 
(uii^ezonderd het laatste) door het vlak treedt, merken we 
het volgende op, 

B:g het aantal boekpunten moet e^n worden genoteerd. 
Wanneer er in dat boekpunt n ribben samenkomen, waarvan 
er p met betrekk^'ng tot het vlak eene bovenwaartsche en de 
overige eene benedenwaartsche richting hebben (geen der rib- 
ben is ev^nwydig met het vlak), dan komen met dat boekpunt 
de p bovenwaarts gerichte ribben en de {p — 1) zgvlakken, 
die z^ twee aan twee insluiten, mede geheel boven het vlak 
te liggen. Daaruit volgt, dat, telkens wanneer een boekpunt 
boven het vlak verschgnt, de gezamenlijke aan was van 't 
aantal boekpunten en 't aantal zgvlakken gelijk is aan dien 
van 't aantal ribben. 
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AUeeu rest ons nog na te gaan, wat w:g te hebben op te 
schr^ven , wanneer bet laatste hoekpant boven bet vlak treed t; 
men beeft dan eene vermeerdering van 'taantal boekpunten 
met een, terw^l bet aantal ribben en zyvlakken tbans met 
gel^k aantal vermeerdert , daar de q ribben , die in dit boek- 
punt samenkomen , niet , zooals b:g de voorgaande boekpunten , 
{q — 1) zgvlakken, maar q zgvlakken insluiten , die een ge- 
sloten gebeel vormen. 

Met de eedvoadige gevolgtrekking , dat, bebalvebg 'teerste 
en 't laatste boekpunt, telkens een aantal ribben overeenstemt 
met de som van eenige z^vlakken en een boekpunt, is tbans 
aangetoond, dat 

Naast bet bovenstaande bew^s geef ik een ander, dat op 
dezelfde gronden rust. In plaats van een vlak evenwydig te 
verscbuiven, doen we bet wentelen om eene Ign, die alle 
ribben kruist en gebeel buiten bet licbaam ligt, zoodat geen 
enkele ribbe bi] die wenteling in bet vlak zal kunnen vallen. 
Ons eerste bew^s gaat bier woordel^k door, namelyk telkens 
als een boekpunt door bet vlak treedt , komen q ribben en 
(q — 1) z:gylakken gebeel aan de zyde van bet vlak te liggen , 
waarvan de beweging uitgaat, bebalve bg bet eerste en 
laatste boekpunt. 

In de derde plaats kan men ook bet vlak doen wentelen 
om eene Ign, die, alle ribben kruisende, twee der zgvlakken 
sngdt. Ook dan gaat bet bewgs byna woordelgk door. AUeen 
is dan van een eerste en laatste boekpunt geen sprake, maar 
in plaats daarvan zgn de twee zgvlakken, die door de Ign 
worden gesneden by de telling, waarby wederom telkens bet 
aantal boekpunten met e^n , bet aantal ribben met q en bet 
aantal zgvlakken met {q — 1) vermeerderde , niet opgenomen. 
Zoodat ook bieruit volgt, dat bet gezamenlyke aantal boek- 
punten en zyvlakken bet aantal ribben met twee overtreft. 

Er zgn natuurlyk nog zeer vele standen voor de as van 
wenteling te bedenken, docb de twee bebandelde zyn onge- 
twgfeld de voornaamste. Van de drie bewgzen is mgns inziens 
bet eerste bet meest aanscbouwelgke. 



BEWIJS EENER STELLING UIT DE 
HOOGERE ALGEBRA, 



DOOR 



Dr. G. J. D. MOUNIER. 



Het leerboek der hoogere algebra van W. Smaasbn , bewerkt 
door prof. Bierbns db Haan, b^vat onder § 15 de volgende 
algemeen bekende stelling met het gebruikel^ke bew^s: 

Eene functie zal slechts op e e n e w^ze voor dezelfde waarde 
van het argument in eene reeks volgens de opklimmende (of 
afdalende) machten van hetzelve ontwikkelbaar zyn. 

Het bew:gs nu wordt door het volgende schema gegeven. 
Stellende dskt /{x) voorgesteld wordt zoowel door ao + ^i ^ + 

+ aj. j?^ + • • • • ftls door 6^ -p ^i -^^ + ^2 ^^ ~h • • • • » zynde na- 
tuurlyk beide ontwikkelingen convergent ondersteld, heeft men 

^0 ~h ^1 ^ + ^2 ^^ ~l" • • • • =^ ^0 "f" ^1 -^ H" ^2 ^^ "I" • • • • 

uq = 60 voor {x = 0) 



Oj i2? -f- ^2 ^^ -|- . . . • = Jj .2? -|- 62 "^^ H" • • • • 

dj -f" a^x -\- ,, • , = 6j -p 62 "^ H" • • • • 



af 



a 



1 



= Jj voor (^ = 0) 

af 



0>2 ^ ~| • • • • — — ^2 *^ ~i • • • • 

en zoo voort. 

Dit bewgs nu vereischt mgn inziens eene nadere toelichting 
en eene kleine wigziging. Immers toen door x gedeeld is, 
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werd van de onderstelling uitgegaan dat ^ ^ , anders toch 
ware de deeling volgens de bekende eigenschappen der l^ere 
stelkunde niet geoorloofd. De uitkomst dezer deeling geldt dus 
voor alle waarden van x , waarvoor convergentie plaats heeft , 
uitgenomen voor ,r = , voor wfelk laatste geval bet nog niet 
zeker is, dat de na deeling verkregen vergelijking doorgaat, 
en juist de waarheid van dit tw:gfelachtige geval is onder- 
steld om tot a^ = by te geraken. 

Om aan deze moeielgkheid te ontkomen, redeneeren we 
liever als volgt: 

Stel in Oj -|- ^2 ^ ~h • • • • = ^1 ~l" ^2 ^ ~h • • • • ^ 9,^^^ ^^^ 
^ene zeer kleine grootheid S, die wg tot nul kunnen doen 

naderen, doch nimmer gel^k nul mogen nemen. 

Voor al de waarden , die wg zoodoende aan S kunnen geven, 
gaat dan de vergelijking a^ + a^ 5 -|- ....== 6j + Jj ^ "h ••• • 

door. Stellen wg nu a^ S + aj S^ + = f en 62 ^ "f* 

-|- 63 S^ + ...• = ^ , dan volgt hieruit 

fli + « = &i + ^ ; 

zoodat , Oj > 6j onderstellende , 

aj — by= 9 — € 

is. Deze waarde 6 — € kan hoogstens gelgk zgn aan de som 
van de absolute waarden van 6 en s. Door nu i maarklein 
genoog te nemen, kunnen wg 6 en € zoo klein maken als 
wg slecbts willen en dus 00k haar som kleiner dan eene 
willekeurige zeer kleine grootheid q. 
Uit [6] + [s]<q volgt nu 

«i — ^ < y 1) 

Stellen wg nu, om tot een bewgs uit bet ongergmde te 
geraken, a^yb^; dan zal men een bepaald verscbiljt? tusscben 
deze twee grootbeden vinden. Men beeft dus 

«i —f>i=P 2) 

Aan p kunnen wg niets veranderen, maar q kunnen wg 
willekeurig klein nemen en dus 00k 

q<p 3) 

Uit 2) en 3) volgt nu 

«i — ^ > ?» 
zgnde in strgd met 1). 
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Was &i > A] , dan zou men dezelfde redeneering knnnen 
volgen en tot eene dergel^ke ongergmdheid komen. EKeruit 
bl:gkt dus dat a^ = b^ moet z:gn. 

Wig hebben thans nog de vraag te behandelen, of men door 
i maar klein genoeg te maken, ook werkelyk 6 en 6 zoo klein 
kan kr^gen, als men begeert. 

Schr^ven wg voor a^ S + ag 5^ + • • • • en ^2 ^ + *3 ^^ X • • . 
achtereenvolgens 

5 X («2 + % 5 + ) 

en 

en merken wg op, dat de beide laatste factoren conyergente 
reeksen zgn, die dus voor elke waarde van ^ tot bepaalde 
eindige waarden naderen; dan yolgt hieruit, dat deze pro- 
ducten ook zoo klein gemaakt kunnen worden, als men slechts 
yerlangt. Immers, voor elke waarde van S convergent zgnde, 
zullen by verandering van i de beide laatste factoren steeds 
eindige waarden behoaden, boe klein ook i genomen worde. 
Daar nu 

^ ( ^+1 

is en deze grens kleiner dan e^n gemaakt kan worden door 
S maar klein genoeg te nemen, bijvoorbeeld door, wanneer 

Gr -^^ = Gr <p («)(« = 00 ) was 5 = ^ te nemen (zgnde 

fl«+i ^ («) 

p een echte breuk), zallen de beide tweede factoren ook 
convergent blgven , wanneer men al de termen positief neemt , 
mits men slechts zorge S klein genoeg te maken. 

De waarden der beide producten zullen nu kleiner zgn *) 
dan de waarden , die zg verkrggen zouden door de termen 
der beide laatste factoren alien positief te maken. In dit 
laatste geval ecbter kan men de eerste factoren zoo klein 
maken, als men slechts wil; terwijl de tweede factoren daar- 
door tegelgkertgd kleinere eindige waarden zullen verkrggen. 
De producten kunnen dus zoo klein gemaakt worden, als 



I) Nataarl\jk «, indien de termen reeds alien positief waren. 
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men yerlangt, en ^ fortiori dus ook de producten, die y66r 
de verandering van teekens verkregen werden. 

Tegen de zooeven gegeven redeneeriug zou mogelgk als 

bezwaar kunnen aanirevoerd worden, dat door i= ^ , . te 

stellen i tot eene functie gemaakt is van bet aantal termen. 
W^ dienen dus bg dit punt nog even stil te staan. Gaan 
w^' uit van de gewone bepaling : de som van eene convergente 
reeks is de grens, waartoe de som der termen van de reeks 
nadert, wanneer bet aantal termen voortdurend verder wordt 
uitgestrekt; dan bl:gkt bieruit, dat men steeds met een wel 
Toortdurend grooter wordend, maar tocb steeds eindig aantal 
termen te doen beeft. Zoolang nu dit getal termen eindig is, 
zal de grens nog niet bereikt , in ons geyal de («) nog 
niet 00 z:gn. Z66 lang is bet dus mogelgk, zonder i nul te 

maken, 5 = -J-r-r te nemen , ziinde nu S voor een groot aantal 

Cp(co) 

termen zeer klein en wel eene kleine grootbeid van eene door 
de (p bepaalde orde. B^ bet uitbreiden van bet aantal termen 
wordt nu wel gelijkt^dig S steeds kleiner genomen, maar 
dan geldt die kleinere waarde ook voor de gebeele reeks. Wy 
kr^gen dus reeksen, die niet alleen in aantal termen, 
maar ook in bet argument S verscbilleu, docb ieder zelf- 
standig bestaan, en dus onafbankelyk zgn van de omstan- 
digbeid, dat $ in de overigen andere waarden bezii Hoever 
ook opgescbreven beantwoordt derbalve eene dusdanige reeks 
aan de eiscben der convergentie , en ook tot zoover bebben 
wg de zaak te onderzoeken, daar een werkelgk oneindig 
aantal in de tbeorie der grenzen, en zoo ook in die der 
reeksen is nitgesloten. 

De moeielgkbeid , welke mgns inziens in bet bovenge- 
noemde bewigs van Smaasen bestaat, is bierin dus gelegen, 

dat in a^ + a^ ^ -|" • • • • ^^ ^i "h ^2 ^ 4" • • • • ^^^^ onderzocbt 
dient te worden , of deze betrekking ook voor \2? = geldig 
blgft, en bet voor dit onderzoek noodig is te weten, dat men 
inderdaad , ook zonder ^ = te stellen , de beide leden de 
waarden kan doen naderen , die zg voor x=0 zouden krggen. 
Er is namelgk niet bewezen, dat bij den overgang van 3 tot 
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geen ondoorloopendheid intreedt. Wei zou oogenschijniigk 
deze zaak kunnen uitgemaakt worden door eens te differen- 
tieeren ; maar dit helpt inderdaad niets , daar men dan eene 
dergelgke vorm verkrggt, en zich dus weer voor dezelfde 
moeielgkheid geplaatst vindt; terw:yl uit ondoorloopendheid 
of oneindigheid van differentiaalquotienten nog niet de on- 
doorloopendheid of oneindigheid der functien zelf volgt. 

In het bovenstaande heb ik getracht mgne bezwaren uiteen 
te zetten tegen een algemeen gebruikel:yk bew]g8. Het mede- 
deelen van bezwaren is evenwel gemakkelgker dan het weg- 
nemen daaryan. Toch heb ik eene poging daartoe gewaagd; 
in hoeverre ik daarin geslaagd ben, wil ik gaarne onderwerpen 
aan het oordeel van andere wiskundigen. Wellicht kan langs 
dezen weg over dit punt meerder licht worden ontstoken. 



EEN REKENKUNDIGE EIGENSCHAP DER 
BINOMINAAL-COEFFICIENTEN, 



DOOR 



Dr. H. EKAMA. 



Het is bekend, dat zoolang de binominaal-coefficieDten uit 
een cgfer bestaan , en men schrgft die , welke tot een bepaalde 
macht behooren in volgorde naast elkander, dat hetverkregen 
getal dan de overeenkomstige macht van 11 is. Zoo heeft 
men voor de derde macht 1.3.3.1, dat is IP. 

De eigenschap bl^ft doorgaan, al bestaan de coefficienten 
uit meer cgfers ; maar men moet nu , het getal van achteren 
af beginnende, van den eersten coefficient, die uit twee of 
meer cyfers bestaat, alleen het laatste cgfer nemen en het 
overige deel big den volgenden coefficient optellen. Van deze 
som neemt men weer het laatste c^fer , en zoo gaat men voort. 
Voor de zesde macht zgn de coefficienten bgvoorbeeld 

1. 6. 15. 20. 15. 6. 1. 
Dit geeft 

1771561 = IP. 
Men kan deze eigenschap gemakkelgk bewgzen; men heeft 
toch 

(a + 6)« = a-+ Ci a«-i6+ Q a«-n^ -f . . . . + 6-. 
Stelt men nu a = 10 en 6=1, dan verkrggt men 

11-= 10*+ CI 10«-i + CI 10«-2 .... 4- 1, 
De eigenschap is een gevolg van het feit, dat 10 het 
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grondtal van ons talstelsel is. Is p het grondtal, en passen 
w^ de hierboven opgegeven handelw:gze toe op de bino- 
minaal coefficienten in het p-tallig stelsel uitgedrukt, dan 
zal het gevonden getal de overeenkomstige macht van jt? + l zgn. 
B^voorbeeld 1331 in het y:gftallig stelsel is in het tien- 
talllg 216 = 6^ en 15(10)(10)51 in het twaalftallig stelsel is 
in het tientallig 371293 =13^ 



HEX SCHIMMEL- OF KLOK EN HAMER-SPEL, 



DOOB 



Dr. H. EKAMA. 



In het begin dezer eeuw was dit spel zeer gezocht, doch 
tegenwoordig wordt het slechts zelden gespeeld, zoodat het 
mg niet oyerbodig 8ch:gnt, de regels van het spel op te 
geven , voordat ik de betrekkelyke waarde der kaarten bepaal. 

Deze kaarten z^n vgf in getal , te weten ; een met een schim- 
mel, een met een klok, een met een hamer, een met een 
klok en een hamer, en een met een huis. Yerder heefb men 
8 dobbelsteenen , op twee van deze staat een klok of een 
hamer en op de zes overigen staat ^en der c:gfers van 1 tot 6. 

leder der spelers zet een bepaalde som in, waarna de 
kaarten aan de meest biedenden verkocht worden , terw:gl de 
kooppenningen ook in de kas gestort worden. Elk der spelers 
werpt nn op zign beurt en ontvangt zooveel penningen uit 
de kas als hig oogen werpt; tenz^ een der figuren of beide 
boven liggen, dan zgn de penningen voor den bezitter der 
overeenkomstige kaart. Ligt geen der offers boven, dan 
schimmelt diegene, die dit werpt; in dit geval moet hig e^n 
penning aan den eigenaar ?an den schimmel betalen. Ligt 
alleen een figuur boven, dan moet de kooper der overeen- 
komstige kaart er een aan den schimmel geven. 

Het spel gaat op deze w^ze voort, totdat er meer oogen 
gewbrpen worden, dan er penningen in kas zgn. Nu wordt 
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zoowel de steen met den hamer als die met de klok ver- 

w^derd , en komt het huis aan de beurt. Ook het schimmelen 

houdt op. Men moet nu wat men meer gooit dan in kas is 

aan den eigenaar van het hais betalen; dit duurt zoolang, 

totdat een der spelers juist het aantal kaspenningen werpt. 

Werpt iemand minder, zoo ontvangt hij deze som nit de kas. 

58 

De kans om ten nadeele van zich zelf te schimmelen is 7^; 

o* 

de kans om ten nadeele van de klok of van den hamer te 

0* 

en de kans om ten nadeele van de klok en hamer te schim- 

melen is -^ ; 

en dus is de kans, dat men ten voordeele van den bezitter 
van den schimmel zal werpen, 

5«+2x5^+5« _ 6^x5» 

AUe overige keeren werpt men of voor zich zelf, of voor 
de klok, of yoor den hamer, of voor de klok en hamer. 
De kans, dat men niet schimmelt, is 

68 "" 6» * 

De kans om ten bate van zich zelf te werpen is 

52 (ge — 5«) 
6* ' 

de kans om voor de klok of voor den hamer te werpen is 

5 (6« — 5«) 
68 ' 

en de kans, dat men voor den bezitter van klok en hamer 

werpt is 6® — 5® 

~~6» • 
W:g moeten nu nagaan, welke hoeveelheden men met de 
zes steenen met cgfers werpen kan, en welke de waarschgn- 
l^kheid van elken worp is. Hiertoe moeten wy onderzoeken, 
welke de combinaties zijn van de grootheden 1.2.3.4.5.6 
1 aan 1 , 2 aan 2 enz. tot 6 aan 6. 
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De Terschillende worpea zgn nu voor 



1 


1. 










2 


2. 








3 


3 ( 


m 1.2. 






4 


4 < 


m 1.3. 






5 


5 ; 


1.4 ei 


i2.3. 




6 


6 ; 


1.5 ; 




2.4 en 1.2.3. 




7 


1.6 ; 


, 2.5 ; 




3.4 en 1.2.4. 




8 


2.6 ; 


; 3.5 ; 




1.2.5 en 1.3.4. 




9 


3.6 ; 


4.5 ; 




1.2.6 ; 1.3.5 


en 2.3.4. 


10 


4.6 ; 


, 1.3.6 ; 




1.4.5 ; 2.3.5 


en 1.2.3.4. 


11 


5.6 ; 


1.4.6 ; 




2.3.6 ; 2.4.5 


en 1.2.3.5. 


12 


1.5.6 ; 


; 2.4.6 


• 

} 


3.4.5 ; 1.2.3.6 


en 1.2.4.5. 


13 


2.5.6 ; 


; 3.4.6 ■ 


1 
> 


1.2.4.6 en 1.3.4.5. 




14 


3.5.6 


; 1.2.5.6 


• 


1.3.4.6 en 2.3.4.5. 




15 


4.5.6 


; 1.3.5.6 


• 


2.3.4.6 en 1.2.3.4.5. 


16 


1.4.5.6 


; 2.3.5.6 en 


1 1.2.3.4.6. 




17 


2.4.5.6 


en 1.2.3.5.6. 






18 


3.4.5.6 


en 1.2.4.5.6. 
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1.3.4.5. 


6. 






20 


2.3.4.5. 


6. 






21 


1.2.3.4. 


5.6. 






E 


)e kans 


ran elke hoeveelheid zal dus zgn, terw^l kort- 


held 


shalve d( 


i noemer 6* = 


= 46656 overal is weggelaten, voor 


1 


5* 






3125 


2 


5« 






3125 


3 


5» + 


5* 




3750 


4 


5* — 


5» 




3750 


5 


5* + 


2x5* 




4375 


6 


5» + 


2x5«+ 5» 




4500 


7 




3x5* 4- 5» 




2000 


8 




2x5*+ 2x5» 




1500 


9 




2x5* + 3x5» 




1625 


10 




5*+ 3x5»+ 5* 


1025 


11 


' 


5*+ 3x5'+ 5» 


1025 


12 




3x5'+ 2x5» 


425 


13 




2x5'+ 2x5» 


300 


14 






5»+ 3x5» 


200 



110 



15 


5»+ 2x5*+ 5 


180 


16 


2x5*+ 5 


55 


17 


5»+ 5 


30 


18 


5»+ 5 


30 


19 


5 


5 


20 


5 


5 


21 


1 


1 



6x56+15x5* + 20x53+15x5^+6x5+l = 31031=6«-5« 
Deed de speler 6* worpen met deze zes steenen, dan zou 
hij, daar h^ zooveel penningen ontvangt als z^n worp oogen 
telt, waarschijnlijk krggen 

21x5^ + 105x5* + 210x5^ + 210x5* + 105x5* + 21 
of 

21x(5 + l)'^ = 21x65 = 163296 penningen ; 
ten minste wanneer men niet let op hetgeen hg voor het 
schimmelen betalen moet. Hg schimmelt nu 5^ maal, en dus 
verkrggt hg in 6* worpen waarschgnlgk 147671 penningen. 
Stellen wg den inzet van iederen speler J, en zgn er n 
spelers , dan zetten zg alle tezamen nI=^T in. Verder onder- 
stellen wg, dat de verkooping der kaarten heeft opgebracht 
voor den schimmel 5, voor de klok jST, voor den hamer H^ 
voor de klok en hamer Kj,^ en voor het huis Hu\ dan is 
de kas P 

p=i' + s+^+s+jr,+£r„. 

Zg het aantal worpen , noodig om de kas zoover uit te 
putten, dat zg niet meer betalen kan, m. Een speler wint 
waarschgnlgk bg een worp 

5^x21x6^ --58 

68 ' 

en dus ontvangen voor m worpen alle spelers tezamen waar- 
schgnlgk 

5^x21x6'^ - 5» 



6« 



m. 



Zg moeten evenwel alien aan het huis betalen; en zal het 
spel eerlgk zgn, dan moet de inzet gelgk zgn aan de waar- 
schgnlgke winst; en hetgeen de bezitter van het huis waar- 
schgnlgk ontvangt, moet gelgk zgn aan hetgeen hg voor het 
huis gegeven heeft, dus moet 



Ill 

5^x21x6'^ - 5« ^ ^ 
^ m — iiu = l. 

De waarschgnlgke winst voor den bezitter van den schim- 

6^x5® 
mel is bg elken worp ^^ , daar hg altgd slechts 1 penning 

ontvangt; en dus moet 

Voor de klok vindt men 

^ 5x21x6^-5' 

^= 6» ^' 

voor den hamer eveneens 

^ 5x21x6^ - 5^ 
H= g3 m; 

en voor de klok en hamer 

21x6« — 5« 
6» 

Reeds dadelgk blgkt hieruit, dat de koopprgs der kaarten 
met de klok en met den hamer 5 maal grooter moet zgn, 
dan die van de kaart met de klok en hamer ; en verder, dat 
de inzet van alle spelers is 



Kji = 7^ m. 



en 



dus 



6» 
^ = 21x6^-5«^*' 



_5«x6^ _ 562500 
^~21x6* — 5« * U7671 *' 



of 

5 = 3,8 Kk omstreeks ; 
en de kas moet zijn 

of 

P = 39,8 Kk omstreeks. 

Hoe groot de inzet en hoe groot de verkoopprgs der overige 

kaarten ook zgn mogen, de waarschgnlgke winst van het 

huis is altgd standvastig. Meestal worden de kaarten met den 

schimmel en met het huis duurder verkocht dan de overigen. 
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Yoor den schimmel is dit , zooals hierboven bleek , onjuist , en 
bet groote voordeel, dat de schimmel oplevert, is waar- 
schignlyk bet gevolg van de onzuiverbeid der dobbelsteenen. 
Deze tocb laten meestal veel te wenscben over. 

Er rest ons nog de waarscb^'nl:gke winst voor den bezitter 
van bet buis te bepalen* Gaan wg de tabel, die de kans voor 
elk getal van 1 tot 21 aangeefb, na, zoo zien wg, dat boe 
grooter de rest in de kas is, boe minder kans op winst er 
yoor bet buis bestaat, want dan zal de kas spoedig vermin- 
derd worden. De kans op winst blyft nog zeer gering, wanneer 
3, 4 of 5 penningen in de kas overbly ven , en wg zullen 
slecbts bet geval nagaan, dat er 1 penning in de kas bl:gft. 

De kans om 1 te werpen is -^ ^ ; bggevolg wordt waar- 

^^ g« 56 

scbgnlgk in — ^ — worpen een 1 geworpeu. Werden er 

6® — 5® worpen gedaan, dan zou bet buis ontvangen 
21x6* — (6' — 5®) = 131265 penningen; bggevolg isde waar- 

1 Q-i OAK 

scb^nlgke winst voor bet buis in een worp -^ ^ en dus 

6« — 5* 131265 ^ ,„ 

voor — ^ — worpen — ^ — of 42, 

Nemen wg nu Hm = 42, dan bebben wg n/=25jK*— 42; 
zgn er nu bg voorbeeld twaalf spelers en zet ieder 9 pen- 
ningen in, dan is 
Kh = 6; K= H= 30 ; 5 = 23 en de kas = 239 penningen. 



OVER DE MEETKUNDIGE VOORSTELLING TAN 
IMAGINAIRE PUNTEN IN DE RUIMTE, 



DOOR 



Dr. R MOLENBROEK 



Het begrip van een reeel punt, kortweg punt genoemd, 
behoort zeker wel tot de oudste, die in de wiskunde voor- 
komen. Immers reeds in de eerste beginselen der planimetrie 
kan men dat begrip vinden, en aan deze tak der wiskandige 
wetenschap mag toch voorzeker een hooge ouderdom worden 
toegescbreven. Er volgt hieruit, dat het een zuiver meetkundig 
begrip is. Eerst Descaetes bracht het met stelkundige groot- 
heden in verband en vormde daardoor den grondslag voor 
de analytische meetkunde. 

Het vinden van een punt, dat aan bepaalde vooraf gestelde 
voorwaarden voldoet, wordt hierbg tot het oplossen eener 
vergel^king teruggebracht. Een stelkundige vergel^king nu 
kent in het algemeen reeele en complexe wortels. De reeele 
wortels komen overeen met reeele punten der meetkunde. 

Op het gebied der zuivere meetkunde placht men in het 
geval van complexe wortels te zeggen , dat geen punt bestond , 
dat aan de gestelde voorwaarden voldeed. Voor den t^'d van 
Descartes moet men zich dan ook by het toenmalige stand- 
punt van ontwikkeling der stelkunde denken, dat een verge- 
liking met complexe wortels beschouwd werd als een zoodanige , 
waaraan geen enkel& waarde voor de onbekende voldeed. 

Sedert is de ontwikkeling van meetkunde en stelkunde hand 

N. A. V. W. Dl XIX. 8 
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aan hand gegaan. De meetkuude werd bijna uitsluitend langs 
de analytische methode bestudeerd, en eerst aan onze eeuw 
was bet voorbeboaden een zelfstandige methode van onderzoek 
voor de meetkunde op te sporen. 

In den t^d, waarin de stelkunde en de meetkunde tezamen 
zich ontwikkelden , valt de invoering der imaginaire getallen 
in de stelkunde, en in verband hiermede onderging de theorie 
der vergelgkingen belangrgke uitbreiding. Een der gewich- 
tigste stappen was voorzeker bet bew^s der stelling, dat elke 
n^* machtsvergelgKing ook n wortels heeft , reeel of complex. 
Door den nauwen samenbang tusschen stelkunde en meetkunde 
nu was men daardoor ook wel genoodzaakt de spreekw^ze 
in te voeren, dat een dergelgke vergelyking ook steeds n 
punten voorstelt , sommige reeel en andere , die men imaginaire 
punten noemde, zonder dat ecbter eenig meetkundig begrip 
met deze laatste verbonden was. 

Sedert dien tgd beeft in de meetkunde de uitdrukking 
»imaginair punt" bet burgerrecbt verkregen, en zg zoutegen- 
woordig moeilgk daaruit gemist kunnen worden. Tocb is bet 
tot nog toe een uitsluitend stelkundig begrip. Het is bier- 
mede juist tegenovergesteld , als met de uitdrukking » reeel 
punt", die, oorspronkelgk een zuiver meetkundig begrip ver- 
tegenwoordigende , later een plaats in de stelkunde veroverde. 

Het is nu de vraag: kan met bet aan de stelkunde 
ontleende begrip »imaginair punt" ook eene meetkundige 
voorstelling verbonden worden? In de keuze daarvan is men 
betrekkelgk vrg ; bet zullen daarom vooral de natuurlgkbeid 
en de eenvoudigbeid in de toepassing der gekozen voorstelling 
zgn, die over de waarde van deze zullen moeten beslissen. 
Het doel van dit opstel is op de bovenstaande vraag een 
bevredigend antwoord te geven. 



Onderstellen wg, dat in de ruimte een willekeurig recbt- 
boekig coordinatenstelsel aangenomen is, en geven wg twee 
imaginaire punten ten opzicbte daarvan door de complexe 
coordinaten 
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^1 + •2^2 v/^» yi +2/2 v/^» ^1 + ^2 V^ ; • • (1) 

y,+^',V/-i, yi + y'2l/~4, /i + /2l/~l- . . (2) 
De grondslag van onze beschouwingen wordt gevormd door 

de navolgende bepaling: 

De afstand der beide imaginaire punten is de grootheid 

d^ welke voldoet aan de vergelgking 

+[^.-^',+v/=i(^,-^,)]* (3) 

Zoeken wg nu de reeele punten, welke van bet imaginaire 
punt (1) een afstand nul hebben. Noeraen wg f, )^, f, de 
reeele coordinaten van een dier punten, dan moet dus de 
betrekking gelden 

+ (C-^i-^2V/=ir = 0, (4) 

welke onmiddellgk uiteenvalt in de beide navolgende 

{^-''xf + {>f-yif + {K-z,y = x\+y\^z\, . (5) 
en 

(?--arJd?2 + ('^—yi)y2 + (?— -8^1)^2 = 0. • . . (6) 
De eerste dezer vergelgkingen geeft te kennen* dat de 
punten ?, )^, ^ gelegen zgn op een bol om bet reeele punt 
•Tj , yj , z^^ of Pj beschreven met den straal 

terwgl de vergelgking (6) uitdrukt, dat die punten liggen 
in een plat vlak, gaande door bet middelpunt van den zoo- 
even genoemden bol en loodrecht staande op de Ign, die 
den coordinaatoorsprong met bet reeele punt x^^ y^, z^ 
of Pj verbindt. 

Het vorige kan aldus samengevat worden : De reeele punten, 
die een afstand nul van bet imaginaire punt (1) hebben, 
vormen een eirkel , beschreven om het punt Pj als middelpunt 
in een vlak loodrecht staande op P^ met een straal gelgk 
aan de lengte van P^. 

Waar wg in het vervolg over een imaginair punt P han- 
delen, zuUen wg de letters Pj en P^^ 00k steeds met de bier 
aangegeven beteekenis gebruiken. 

Als meetkundige voorstelling van een imagi- 
nair punt zullen wg kiezen de meetkundige 
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plaats der reeele punten, die van liet imaginaire 
punt een afstand uul hebben. 

Yolgens bet voorafgaande is deze meetkundige voorstelling 
dan een cirkel. Het middelpunt P^, den straal en bet vlak 
van dezen cirkel zullen wij ook tevens bet middelpunt, den 
straal en bet vlak van bet imaginaire punt noemen. Trekt 
men uit Pj een Ign P^ P', welke in grootte en ricbting met 
Pj overeenstemt , dan zullen wg deze de normaal tot bet 
imaginaire punt noemen. De coordinaten van dit alzoo ver- 
kregen punt P' zullen zgn 

^1+^2^ 2/1+2/2' ^1+^2- 

In bet verdere zal dit punt somtgds de pool van bet 
imaginaire punt genoemd worden, 

Wij zullen nog vaststellen , dat bij bet bepalen der normaal 
van een imaginair punt het teeken der grootbeden x^, y^t z^ 
in rekening gebracbt zal worden, zoodat de normaal van 
bet tot bet punt (1) toegevoegde imaginaire punt, dat de 
coordinaten 

^1 — •»2 V/"=^ 12/1—2/2 l^^ 1 ^1—^2 V^ , • • (7) 

beeft, in grootte gel^k docb in ricbting tegengesteld is aan 
die van bet punt (1). 

Dientengevolge zullen ook de polen der punten (1) en 
(7) niet overeenstemmen ; de pool van het laatstgenoemde 
punt beeft namelijk tot coordinaten 

•^1 ^2' 2/1 2/2' ^\ ^%* 
Overigens worden de beide imaginaire punten (1) en (7) 

door volfeomen denzelfden cirkel voorgesteld , daar de ver- 

gelijkingen (5) en (6) niet veranderen, als men x^^ y^, z^^ 

door — ^2, — y^, — z^ vervangt. 

Het verschil in normaal en in pool tusschen twee toege- 
voegde imaginaire punten kan nu ook aangewend worden om 
een onderscheid in de meetkundige voorstelling te verkr^'gen. 

W^ zullen namel^k aannemen, dat b^ den cirkel, die een 
imaginair punt voorstelt, een pyl geplaatst wordt, welke de 
ricbting aanduidt , waarin de cirkel doorloopen gedacbt wordt ; 
en wel worde die p^l steeds zoodanig aangebracht, dat de 
door baar voorgestelde draaiing van uit de pool van bet 
imaginaire punt gezien in positieven zin — dat is overeen- 
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stemmende met de beweging der wgzers van een uurwerk — 
plaats heeft. Door deze aanname zullen de p^len , b^ twee 
toegevoegde imaginaire punten geplaatst, tegenovergestelde 
richting moeten hebben. 

Een cirkel , die sleehts in eene richting doorloopen gedacht 
wordt, is cycle genoemd. VoUedig kan men daardoor het 
Yorige aldus samenvatten: 

Het imaginaire pant met de coordinaten 

wordt voorgesteld door een cycle, beschreven om het punt 
^vVi'i^i ^'^ middelpunt met een straal gelgk aan de lengte 
van de l^n, die den coordinaat-oorsprong met het punt 
x^i y^y ^2 verbindt , in een vlak loodrecht staande op die Ign , 
terwgl de draaiingsrichting van den cycle zich , van uit het punt 

^1+^2* Vi+Vl^ ^1+^2 

gezien, als eene positieve voordoet. 

Twee toegevoegde imaginaire punten vormen tezamen een 
in beide richtingen doorloopen cirkel. 

Met behulp der voorafgaande begrippen is het nu mogelyk 
de imaginaire punten van de bekende oppervlakken en 1^'nen 
nader te onderzoeken. Maar wg zgn verder ook in staat 
eene bepaalde meetkundige voorstelling te verbinden met ver- 
gelgkingen, waarin de coeflBcienten der veranderlijke coordi- 
naten Xj y^ z complex zyn. Wg zullen ons eerst bepalen tot 
eenige beschouwingen , die tot de oplossing der eerste opgave 
b^dragen. 

Zgn bgvoorbeeld de imaginaire punten gevraagd, welke tot 
het platte vlak 

ax-^by-{'cz-\'d=^0 (8) 

behooren, waarin a, b, c, d reeel ondersteld worden. 

Worden door (1) de coordinaten van een zoodanig imagi- 
nair punt voorgesteld, dan geeft de substitutie dier waarden 
in de vergelgking (8) 

aXj^-{'byi-^cz^-\-d = en ax^-^by^-jr c z^ = . (9) 

De middelpunten der imaginaire punten van een plat vlak 
liggen volgens de eersfce dezer vergelgkingen in het vlak zelf; 
en de tweede vergelgking geeft te kennen, dat de normaal 
tot elk imaginair punt in het gegeven vlak ligt en onbepaalde 
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lengte heeft; zoodat het vlak van het imaginaire punt lood- 
recht op het gegeven vlak staat, en z^n Btraal willekeurig 
geuomen worden kan. 

Nemen w^ verder de ellipsoi'de 

aa:^ + by^ + cz^=l, (10) 

waarin a, b, c dus reSel en positief ondersteld worden. De 
sabstitutie der waarden (1) in de vergel^king (10) geeft 

aa!\-\'by\-]-cz\ — l = aa\+byl-\-cz\,\ 
en I . (11) 

a ^1 j?2 + 6 ji j/a + c 2^1 ^Tj = 0. ) 

Hit de tweede dezer betrekkingen volgt, dat de richting 
der normaal tot een imaginair punt toegevoegd is tot de 
richting van de middellgn der ellipsoide, die naar het mid- 
delpunt van het imaginaire punt getrokken wordt. Uit de 
eerste betrekking volgt, omdat a, &, c positief z^'n, dat 

aa\+by\ + cz\>l, 

zoodat de middelpunten der imaginaire punten alle buiten 
de ellipsoi'de gelegen moeten zgn. Verder bl^kt uit diezelfde 
vergel^kiug, dat b^* een gegeven middelpunt voor het imagi- 
naire punt oneindig yele normalen behooren kunnen, welker 
uiteinden tot meetkundige plaats hebben een ellipsoi'de, die 
evenwgdig aan de gegevene geplaatst en daarmede geligk- 
vormig is, terw^l de gelgkvormigheidsfaetor 

yax\+byl+czl^l, 
bedraagt. 

Nu is evenwel gemakkeligk aan te toonen, dat deze groot- 
heid gel^'k is aan de verhouding der lengte van een wille- 
keurige raakl^n uit het punt ^t^yt^^t ^^^ ^^ ellipso'ide ge- 
trokken tot die van een halve middellgn, evenwgdig aan die 
raaklgn loopende. 

Heeft men dus buiten de ellipsoide een willekeurig punt 
Pj tot middelpunt van een imaginair punt gekozen, dan 
construeere men de doorsnede van de ellipso'ide met het 
middenvlak, dat tot de naar P^ gaande middellign verwant 
is , en verlenge elken radiusvector dezer doorsnede in de ver- 
houding door den hierboven genoemden gel^kvormigheidsfactor 
aangegeven. Alle zoo verkregene radiiveetores kunnen dan 
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als normaal tot een imaginair punt met bet middelpunt Pj 
dienst doen. 

Men kan hieruit nog besluiten, dat bet vlak van een 
imf^nair punt van een bol de middellgn van den bol bevat^ 
die uaar bet middelpunt van bet imaginaire punt gaat, en 
dat de straal van dit laatste gelgk is aan de lengte van de 
raakl^'n nit zijn middelpunt aan den bol getrokken. 

Eene recbte lijn, door twee lineaire vergeligkingen bepaald, 
geeft aanleiding tot twee stelsels van vergel^'kingen, elk van 
den vorm (9). Hieruit kan men besluiten, dat de middel- 
punten der imaginaire punten eener recbte l^n op deze zelve 
gelegen zijn , en dat de normalen in ricbting met de gegevene 
l^n samenvallen moeten. 

De imaginaire punten eener recbte l^n zijn derbalve cirkels 
in vlakken loodrecbt op die lijn staande om elk barer pun- 
ten als middelpunt met willekeurigen straal bescbreven. 

Nemen wg nu nog bet algemeene geval, dat 

f{w,y,z) = (12) 

als vergelyking van een reeel oppervlak gegeven is, zoodat 
alle in de functie / voorkomende standvastigen reeel zijn. 
Bg de onderstelling , dat / volgens bet tbeorema van Tayloe 
kan ontwikkeld worden en dat men de scbrijfwgze A'/ in 
plaats van de symboliscbe differentiatie 

invoert, zal de substitutie der waarden (1) voor ^, y, ^r in 
de vergelgking (12) na de scbeiding van bet reeele en bet 
imaginaire gedeelte opleveren 

/(^i.y.>^.)-|AV+2X4AV-.--- = o,| 

V-2^3^V+2:^AV- = 0.) 

Uit den vorm dezer betrekkingen blgkt onmiddellgk, dat 
steeds de beide stellen waarden -^ x^^ "H^a* ~^ ^2 ®° — ^2^ 
— ^2' — ^2 tegelgkertgd voldoen. De imaginaire punten bij 
een reeel oppervlak komen derbalve steeds paarsgewijze toe- 
gevoegd voor. 

Heeft men met een reeele kromme te doen, dan voldoen 
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^19 ^11 '^ii ^2* Vi ^2 ^^^ ^^^ stelgels van vergelgkingen , elk 
van den yorm (13). Tusschen deze yier yergel^kingen kunnen 
dan 5f x^j y^^ z^ of x^^ y^^ z^ geelimineerd worden. 

In het eerste geyal yerkrggt men de meetkundige plaats 
yan het b^ elk imaginair punt P behoorende punt P^, die 
wg zuUen noeinen de meetkundige plaats der eindpunten 
yan de coinitiale normalen der imaginaire punten. 

In het tweede geyal wordt de meetkundige plaats der mid- 
delpunten yan alle tot de kromme l^n behoorende imaginaire 
punten yerkregen. 

Is de kromme Ign een ylakke, zoodat een der beide stel- 
sels yergel^kingen yan den yorm (13) de gedaante (9) aan- 
neemt, dan zuUen algemeen de middelpunten der imaginaire 
punten alle in het ylak der gegeyene kromme liggen, en 
teyens de ylakken der imaginaire punten loodrecht op het 
ylak der kromme staan. 

W^ gaan nu oyer tot de meetkundige interpretatie yan 
yergelykingen met complexe coeffieienten. 

Een yergelijking yan den n^^ graad in .r, y, z^ waaryan 
alle coeflScienten complex zgn, zuUen w^ de algemeene yer- 
gel^king yan den n**° graad noemen. W^ zuUen yerder de 
spreekwigze behouden, dat eene zoodanige yergelgking een* 
opperylak yan de n^* orde yoorstelt, en dat twee zoodanige 
yergelykingen eene kromme lijn yoorstellen. Ter ondersehei- 
ding yan de reeele opperylakken en krommen zuUen w^ de 
nu beschouwde algemeene opperylakken en krommen noemen. 

Zoo kunnen w^ dus yan een algemeen opperylak yan den 
tweeden graad, yan een algemeen plat ylak en yan een al- 
gemeene reehte l:gn spreken. Allereerst springt in het oog, 
dat de imaginaire punten yan algemeene kromme Iguen en 
opperylakken niet meer paarwgze toegeyoegd voorkomen. 
Maar yerder zal bg de algemeene krommen eene meetkundige 
plaats der middelpunten yan imaginaire punten en ook eene 
meetkundige plaats der eindpunten yan coinitiale normalen 
bestaan bligyen. 

Eenigszins in het b^zonder zuUen w:g den aard yan het 
algemeene platte vlak en yan de algemeene reehte l^n nagaan. 

ig daartoe yoor het eerste gegeyen de yergelgking 
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a!^'=7n 



aa?^-6x/ + c^ + ei=0, (14) 

waarin de coefficienten a, 6, c, d van den vorm aj -f-ajV/—-^? 
enzoovoort ondersteld worden, Zullen nu voor a, t/, z de 
complexe waarden (1) voldoen, dan moeten de beide betrek- 
kingen gelden 

«1 ^2 + &1 2/2 + ^1 ^2 + ^2 •»! + *2 yi + ^2 ^1 + ^2 = 0. I ' ^ 

Deze twee vergelykingen met zes veranderlgken veroor- 
loven de laatste met behulp van vier willekeurige verander- 
l^ken m, n, u, v ait te drukken, als 

K-g-q2^) + (w- ^^_1^2 )(^i^-^2-g) + ^(^g2-Vi)> 



yi 



JT 



= [^-2;^3^2/(*i^~*2-S)— w(6i5— 62^) + r(cia2— CjaJ, 



(16) 



= ( m — 



(2., 



jj (cj (7— C2 5) - n (cj C-^Jj^) + V (aj 6^ - a^ \)\ 



(17) 



waarin kortheidshalve 

a\+h\+c\=A, a,a,4.6A + Ci^2 = A a*+6J + cJ = (7 (18) 
gesteld is. 

Hieruit blykt nu allereerst, dat de richting F, — welker 
cosinussen evenredig z^n aan 

*1 ^2 ^2 ^1 » ^1 ^2 "" H ^IJ ^1 *2 "~ ^2 ^1 J 

en welke loodrecht staat op de beide richtingen met coeflS- 
cienten evenredig aan a^, 6,, c^; a^, t^, c^ — tot het alge- 
meene vlak in een belangrgke betrekking staat. 

Immers, als wg de punten .r,, y,, z^ en a?^, y^, ;?2 ev^iials 
in het begin dezer verhandeling door Pj en P^ voorstellen, 
dan bl^kt uit de beide stelsels van vergelijkingen (16) en 
(17), dat voor elk bepaald punt Pj — dus voor eene bepaalde 
waarde van m^ n^ u — de meetkundige plaats van P^ een 
bepaalde rechte Ign evenwydig aan de richting Fis, en 
verder, dat wanneer het punt P^ zich evenw^dig aan de 
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richting F verplaatst, zoodat alleen m verandert, de bg Pj 
behooreDde meetkundige plaats van bet punt P^ geen ver- 
andering ondergaat, Wanneer wg verder stellen 
?i = m (aj B — a^A)-\-n («i C — cliB)^ 
j^i=m(6i5-6j^) + n(6i C— ftj^), }...(19) 
Ki=rn{c^B^ c^A) + n (c, C— c^B), 
?2 = m (flj C — a2B) — n {a^ B — ^2 -^) > 
jfj = wi (6i C — 62 B) - w (61 B — 62 ^) , } . . . (20) 
!^2 = m{ci C—c^B) — n (p^ B — c^A), 

dan blgkt onmiddellgk uit (16) en (17), dat de punteu met 
de coordinaten 

•^21 ^Q_^2 ^2» ^2 + ^(7__jB2 ^2» ^2 + ^(>_^2 ^21 

op een vlak, loodrecht op de ricbting F gebracbt, gepro- 
jecteerd worden in de punten fj, jf^, ^j; ^^j 3/2» ?i' Tusscben 
deze beide punten, die wij Q^ en Q^ zuUen noemen, bestaat 
een eenvoudige verwantscbap. 

Van de beide termen toeb, die in de uitdrukkingen (19) 
en (20) voor de coordinaten dier punten voorkomen , kan 
men de eerste besehouwen als de projeciies op de eoordinaat- 
assen van een willekeurig segment eener recbte lijn in de 
ricbting, welker coofficienten evenredig z^n aan 

a^ B — a^A, b^ B — b^A, c^B — c^A^ . . (21) 
getrokken en de tweede termen eveneens als de projecties. 
van een segment in de ricbting met cosinussen evenredig aan 
aj C^a^B, 6i C—b^B, c, C—c^B, . . (22) 

Deze beide vaste ricbtingen staan loodrecbt op de ricbting 
F, welke wg zooeven invoerden, zooals men onmiddellgk 
door middel van de ricbtingscoefficienten aantoont. De lengte 
der beide segmenten bedraagt respectievel^k 



n\/{ai C-a^BfMh C-b2B)''+(c^ C-c^B)^^ nVC{AC-B\ 

Trekken wij nu uit den coordinaat-oorsprong twee seg- 
menten M en N in de ricbtingen door (21) en (22) 

aangegeven , welker lengten respectievel^k V/-4 (-4 C — B^) 
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en \/G{A C — B^) bedragen. Nemen wg verder in dezelfde 
richtingen twee geheel willekeurige segmenten Aj en Bj 
en coustraeeren wij hierop een parallelogram, dan zal het 
vierde hoekpunt daarvan als het pant Q^ beschouwd kunnen 
worden. Q^ is nn gemakkelijk te vinden; want als de l^nen, 
uit Qjj evenw^dig aan M en N getrokken , de rechten 
ON en M achtereenvolgens in B^ en A2 ontmoeten, dan is 

OAi_ OBi_ 9A^ — ^ OB^ 
OM"""^' ON"""' 0M~ ""' ON"-""- 

Neemt men na op M een punt A'2 ^^^ zoodanig , dat 
A'j == — A2, dan is dus 

en daarom in verband met de vorige betrekkingen 

OA^, OM OAt 
OBi ""ON^OB,' 
zoodat men beslaiten kan 

B, AV/MN//B,Ai. 
Hierdoor kunnen uit Aj en Bj de punten A\ en B^ on- 
middellijk gevonden worden. Neemt men dan nog A^ = 
= — A'2 » dan is het vierde hoekpunt van het parallelogram , 
op Aj en B^ geconstrueerd , het verlangde punt Q^. 

Heeft men op deze wgze twee bij elkander behoorende 
punten §1, j^^, ^j; ^j, j^^, ^j bepaald, dan zijn x^, y^, z^; x^, 
Vit H verder gemakkelgk te vinden. Uit Q, namely k trekke 
men een vektor, welks projeeties op de coordinaatassen 

flj C — (^iB b^ C — h^ B c^ C — Ci^ B 

~^ AC — B^' ~ ' AG — B^' ~^ AC—B^ ' 

bedragen, zoodat de lengte van dien vektor gel^k ia aan 

^y AC — B^' 
en z^ne richting loodrecht is op de beide richtingen V en 
aj,6],Cj. Evenzoo trekke men uit Qj een vektor ran de lengte 

^^/' A 

^y AC—B^' 
in dezelfde richting. 

Wanneer nu ten slotte uit de eindpunteu der aldus ge- 
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construeerde yektoren l^nen evenwgdig aan de richting V 
getrokken worden, dan zullen alle punten van deze aan de 
vergelgkingen (16) en (17) voldoen. 

Bij elk willekeurig punt in de ruimte » als middelpunt van 
een imaginair punt beschouwd , behoort derhal ve een oneindig 
aantal normalen, welker uiteinden eene bepaalde rechte Ign, 
eyenwgdig aan de richting F, opleveren. 

Een belangr^k b^zonder geval is dat, waarbg de coeffi- 
cienten a^ h^ c van de vergelgking (14) reeel en d zuiver 
imaginair is. Men heeft dan slechts in (15) en (1^) 

aan te nemen , zoodat verkregen wordt 

«1 •2^2+ ^ ^2 + <?1 ^2 + ^2 = 0. i 

De meetkundige plaats der middelpunten van de imaginaire 
punten is derhalve nu het platte vlak door den coordinaat- 
oorsprong loodrecht op de richting a^, 6^, q aangebracht; 
terw^'l Yoor elk in dit vlak gekozen middelpunt van een 
imaginair punt de uiteinden der daarbg behoorende normalen 
een ander standvastig plat vlak vorraen , evenwgdig aan het 
eerste op een afstand 

^2 



Va" + 6^ + c^ 
aangebracht. 

Gaan wg ten slotte over tot de beschouwing der algemeene 

rechte Ign, die door de beide vergelijkingen 

^^+/y + ^^ + ^ = o,j ^ ^ 

bepaald wordt, waarbg a, 6, c, d^ e, /, g^ h complex onder- 
steld zgn. Ter oplossing dezer vergelykingen zullen wg niet 
onmiddellgk de reeele grootheden van de imaginaire scheiden , 
daar deze methode tot te ingewikkelde vormen leidt. Men 
kan door middel van de betrekkingen (24) gemakkelgk .r, y, z 
op symmetrische wgze in eene complexe veranderlgke u uit- 
drukken, aldus: 

^ = (6^ - c/) u+ [(6 - c) A - (/- g) d-\ A, 

y = (c e — a ^) M -f [(c — a) A — (jr — c) i] A, , ,^^. 

^ = {af^be)u-{-[{a^h)h — {e—f)I\/\^ '^ ^ 
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wanneer ter bekorting 



1 
A 



a b c 

e f 9 
1 1 1 



(26) 



gesteld is. 

Daarait volgt dan echter, dat in het algemeen het drietal 
yergel^kingen 

y = bu+eA (27) 

waarin a, 6, c, d, e,f,u complexe grootheden voorstellen, als 
bg eene algemeene rechte l^n behoorende beschoawd kunnen 
worden ; en de scheiding der reeele en imaginaire grootheden 
in die vergel^kingen geeft daarna aanleiding tot de beide 
navolgende stelsels van vergel^kingen 

a?j = aj Wj — ^2 ^2 + ^1 » 1 

yi = ^ ^1 — ^2 "2 + «ii I (28) 

^1 = ^1 ^1 — ^2 "2 + /i » ) 

^j = aj M^ + «2 ^1 + ^2 » ) 

2/2 = ^ ^2 + ^2 ^1 + ^2 W (29) 

^2 = ^1 ^2 + ^2 ^1 + A » ) 

De eliminatie van u^ en u^ tusschen het eerste stel en ook 
tusschen het tweede stel van vergelgkingen doet nu onmid- 
dell^k zien, dat de meetkundige plaatsen der punten ^1,2/^, ^^ 
of Pj en x^, y^t z^ of P^ twee platte vlakken zijn, beide 
loodreeht staande op de richting , met cosinussen evenredig aan 

\ ^2 — ^2 ^1 ' ^1 «2 ~" ^2 ^1 1 fli ^2 "" ^2 *n • • • (30) 
en derhalve evenwgdig. 

Stelt men hier 

?i = flj Mj — a2 M2 , 1 

>^i = *i ^1 — ^2 "2 W (31) 

?2 = «i ^2 + ^2 ^1 » 1 

»^2 = ^ ^2 + *2 ^1 1 1 (32) 

?2= ^1 ^2+ ^2"l 5) 

dan is duidel^'k, dat tusschen de panten ^i^^lit^t ^^ Qi ^^ 
?2) ^2J ?2 ^f Q2 ®®^ verwantschap bestaat van denzelfden 
aard als die , welke w^ b^ het algemeene platte vlak tusschen 
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de door de vergelgkingen (19) en (20) bepaalde punten vonden. 
Om een algemeene rechte l^n te eonstrueeren , ga men 
derhalve als volgt te ^erk: Men bepale de beide riehtingen 
met coefficienten evenredlg aan de grootheden a^^b^^c^; a^, 
b^, Cj respectievelgk , die in de vergelgkingen (28) en (29) 
voorkomen. Door den coordinatenoorsprong brenge men een 
vlak aan evenwigdig aan deze beide riehtingen, dat is lood- 
recht op de in (30) bedoelde richting. In dit vlak construeere 
men volgens de figaur twee verwante punten Qj en Q^. Uit 
het eerste dezer punten trekke men een vektor met de com- 
ponenten ^i,^|,/i volgens de coordinaatassen ; uit het tweede 
een vektor met de componenten d2»^2>/2* De ©indpunten dezer 
vektoren z^n dan de bij een imaginair punt P behoorende 
punten P^ en P^. Elk middelpunt van een imaginair punt 
eener algemeene rechte l^n laat dus slechts een normaal tot 
dat punt toe en omgekeerd. 



Tot de hiervoor medegedeelde uitkomsten was ik gekomen 
in verband met de theorie der quaternionen. In een vergadering 
van leden van het Wiskundig genootschap onder de zinspreuk 
>Een. onvermoeide arbeid komt alles te boven" te Amsterdam 
had ik de eer eenige dier uitkomsten in het lieht der ge- 
noemde theorie voor te dragen. 

Tengevolge van eenige opmerkingen van Prof. D. J. Kortewbg 
besloot ik te trachten, deze beschouwingen van de leer der 
quaternionen los te maken. 

In dezelfde vergadering reeds werd door ZHGel. het denk- 
beeld geopperd om het in deze verhandeling vooropgestelde 
beginsel aan te wenden, ten einde tot eene meetkundige 
voorstelling van imaginaire punten te geraken, echter zonder 
dat wy toen vermoedden, dat deze weg tot dezelfde uit- 
komsten voeren zou, welke ik reeds door toepassing van be- 
grippen , aan de theorie der quaternionen ontleend , verkregen 
had. Het zg mg vergund aan ZHGel. voor de genoemde 
opmerkingen mgnen dank te brengen. 

In het volgende moge nog beknopt worden aangegeven 
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in welk verband hefc voorafgaande tot de theorie der quater- 
nionen staat. 

Wanneer a?, y, z de rechthoekige coordinaten van een punt 
P zyn, t,^', h eenheidsvektoren in de richting der coordinaat- 
assen, dan is de vektor van P de uitdrukking 

p = x.i-\-y]-\-zk, (33) 

Zgn nu x^y^z complex als in (1), dan neemt deze vektor 
den vorm aan 

p=^x^ iJ^yJ-^-z^ A+ V^{x^i + y^j+z^k), 
hetgeen een uitdrukking van den vorm 

p = cc+ 1/^/3, (34) 

oplevert, als men ter bekorting de reeele vektoren as, /3 
invoert, die bepaald wordeE door de vergelijkingen 

•^i^' + yii + ^i * = «i •2?2i + 2/2i + ^2* = /3. ..(35) 

Een vektor van den in (34) aangegeven vorm is door 
Hamilton bivektor genoemd. 

Dit het voorafgaande volgt nu, dat een bivektor een 
imaginair punt in de ruimte voorstelt. Daarbg is dan a, de 
vektor van het punt met de coordinaten x^^y^^z^^ dus van 
het middelpunt Pj van het imaginaire punt P. Evenzoo is 
j3 de vektor van het bg P behoorende punt P^ met de coor- 
dinaten x^y y^, z^i zoodat de vektor /3 in grootte en richting 
de normaal tot het imaginaire punt bl^kt voor te stellen. 

Nu doet zich de vraag voor, hoe dan by deze interpretatie 
de werking van het symbool V^ op den vektor /3 in eene 
uitdrukking van den vorm (34) moet verklaard worden. 

De vektor p in (34) is volgens het vorige veelwaardig ; 
hg verbindt namelgk den vektorenoorsprong met elk punt 
van den cirkel, die om het uiteinde van den vektor a in 
een vlak loodrecht op /3 met een straal gelgk aan de lengte 
van (3 beschreven wordt. AUe deze vektoren tezamen vbrmen 
de beschrgvende Ignen van een scheeven kegel van de tweede 
orde, dien wg vektorkegel zuUen noemen. 

De uitdrukking \/^ (3 moet ook een veelwaardige zgn. 
Wanneer men a + [/^ /3 bepaalt als het gevolg der op- 
telling van den vektor a met elk der in de uitdrukking 
V/Hi /3 bevatte vektoren , dan volgt hieruit , dat V^ (2 elken 
straal voorstelt van den cirkel, dien wg het imaginaire punt 
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noemden. Alle deze stralen tezamen kunnen wg een vektor- 
cirkel noemen. 

Het gevolg der aanwending van het symbool l/Hl op 
een vektor is derhalve , dat uit dien vektor een vektorcirkel 
ontstaat, namelgk de verzameling van alle stralen van een 
cirkel, die in een vlak loodrecht op (3 staande met een straal 
gel^k aan de lengte van (2 beschreven wordt. 

Nu is door Hamilton reeds aangegeven, dat V^-HT een 
rechte versor zgn moet. Uit het vorige blijkt echter, dat 
w^ onder V^ niet ^en enkelen rechten versor verstaan, 
rnaar alle mogel^ke rechte versoren tezamen, die in ver- 
schillende vlakken op een vektor werkeu kunnen. Deze be- 
teekenis is dan ook natuurl^k. Immers geen enkel door (3 
gaand vlak kan eenigen voorkeur hebben boven de andere 
vlakken, die (3 bevatten, zoodat, als een draaiing van 90^ 
plaats grijpen moet, alle vlakken tezamen daartoe in aan- 
merking komen moeten. 

Met eene andere wijze van uitdrukken zouden w^ de werking 
van het symbool V^ op een vektor eene splijtende kunnen 
noemen. Dat de vergelijking (34) een cirkel voorstelt, kan 
in de theorie der quaternionen ook aldus op eenvoudige wigze 
verkregen worden. 

Uit die vergelijking volgt 

p — «— \/~i(3 = 0, 
en 

N{p-a— V/:=l i3) = 0, (36) 

waarb^ bet eerste lid volgens een bekende formule getrans- 
formeerd kan worden, als volgt 
iV(p-«- V^I3) = N{p-»)-N(2 + 2\/~iS{p-'»)l3. 

Nu besluit men uit (36) 

N{p — cc) = N0 en 5(p-.«)j3 = 0. . . . (37) 

De eerste dezer vergelijkingen stelt een bol voor om het 
eindpunt van den vektor » als middelpunt met een straal 
gelijk aan T/S beschreven; en de tweede vergelyking is die 
van een plat vlak door het middelpunt van den vorigen bol 
loodrecht op den vektor /3 aangebracht; zoodat wg op de 
vergelgkingen (5) en (6) gekomen zgn. 

Het is niet moeiel^k aan te toonen, dat de uitdrukking 
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^ ^p — (SB — {/Hi (3) in de theorie der qaaternionen dezelfde 
beteekenis bezit, als de vorm 

in het eerste lid der vergel^king (4) voorkomende. 

Z^n q en q^ twee quaternionen , tot denzelfden noemer 
herleid, zoodat 

?=p?'=^. (38) 

dan zuUen wg eene uitdrukking van den vorm q -|- V^ (( 
of een biquaternion van Hamilton , bepalen door de vergel^king 

?+V/-i?' = ^=^ (39) 

of in woorden: een biquaternion is het totaal der operaties, 
noodig om een reeelen vektor in een bivektor over te voeren. 

In verband met een kort te voren vermelde uitdrakkings- 
wyze kan men ook zeggen : een biquaternion is een operator , 
die een vektor tot een kegel van stralen uiteenspl^t. 

Clifpord ') heeft de biquatemionen op geheel andere w^ze 
met behulp van mechanische begrippen verklaard. De bier 
gegevene interpretatie sch^nt mij echter toe in elk geval het 
voordeel van grootere eenvoudigheid te bezitten , terwyl daarb^ 
tevens verkregen is, dat een concrete vorm met het abstracte 
begrip »imaginair punt" verbonden wordt. 

Alvorens deze verhandeling te eindigen wensch ik nog 
op te merken , dat m^ b^ gelegenheid der in December te 
Amsterdam gehouden voordracht door Prof. Koetbweg werd 
medegedeeld, dat reeds de beide Fransche wiskundigen 
Lagi3ebr£ en Ta'eby ^) in de laatste jaren getracht hebben 
met het begrip >imaginair punt'' een bepaalde meetkundige 
voorstelling te verbinden. Voor zoover ik in staat geweest 
ben van hunne verhandelingen inzage te verkrjjgen , is mg 
gebleken 

1°. dat de beschouwingen dier beide mathematici uitsluitend 
op figuren in het platte vlak betrekking hebben , 

2°. dat de door hen outworpen meetkundige voorstelling 



1) Mathematical papers 1882. p. 181, 386. 

2) Association fraD9aise pour ravancemcnt des sciences, Congr^ de Paris, 1889. 

N. A. V. W. Dl. XIX. 9 
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uit de door mij voorgedragene ontstaat, als men den cycle, 
die bet imaginaire punt voorstelt, vervangt 5f door zigne 
beide sn^punten met bet platte vlak der figuur (Laguebbe) 
of door zijn normaal (Tabby), 

3°. dat de bepaling door Tabby van eene algemeene recbte 
l^n gegeven niet langer geldig blijfb, als men figuren in de 
ruimte bescboawt^ terwijl daarentegen de door m^ afgeleide 
meetkandige voorstelling der algemeene recbte met die van 
Tabby samenvalt, wanneer ik de onderstelling invoer, dat 
slecbts twee coordinaten in aanmerking komen , zooals bier 
in bet kort aangetoond is. 

Big deze onderstelling namel^k vervalt van elk der stelsels 
van yergeligkingen (27) (28) en (29) de derde. 
Het is nu gemakkelyk in te zien , dat de beide su^punten 
van een cycle met bet platte vlak tot coordinaten zallen bebben 

^ = ^i±y2» y=yi±'^2» (40) 

Immers de lijnen, die deze snypunten met bet middelpunt 
Pj van den cycle vereenigen, staan beide loodrecbt op de 
l^n Pj en z^n in lengte daaraan gelijk. Met bebulp der 
waarden (28) en (29) voor x-^^y^^ x^t'Hig^'BknAQheiiAQ^dkdktAQn 
voor X en y uit (39) over in de navolgende 

x=^a! ?ij — V u^-{- c of a" u^ -|- h" u^ + c", j 

als ter bekorting gesteld is 

a' = ttj — fcjj ^ = ^2 ~t" ^i» cl" = 0.1 -\- h^^ h" = tj — ttj. 

Hierin kunnen u^ en u^ alle mogelijke reeele waarden ver- 
krggen. Bij elk stel waarden voor u^ en u^ beboort een paar 
punten Q en B, die eene eenvoudige verwantscbap bezitten. 
Zgn namel^k Q' en R' de punten b^ de waarden w\, v!^ 
beboorende, evenals Q en B met Up u^ overeenstemmen , dan is 

Qg»=[a'(«, -M,)-r6'(«j-u'j)]* + [ft'(t*, -«',)+a'(«2-«'2)]S 

derhalve 

QQ' 1 ^ g" + y» , , ,. 

Hieruit volgt nu onmiddellyk, dat de puntreeks door Q 
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bg verandering' van u^ en u^ beschreven , met die door R 
beschreven twee gelijkvormige figuren oplevert , die by nadere 
beschoawing tegengesteld blijken te z^n. Nu is reeds opge- 
merkt, dat Tabry de beide sn^'panten Q en R van een 
cycle met het vlak der figuur als meetkundige voorstelling 
van een imaginair punt gebruikt. W^ hebben dus verkregen , 
dat deze sn^punten b^ een algemeene rechte l^n twee tegen- 
gesteld gelijkvormige figuren in het platte vlak vormen, 
hetgeen door Tabby als bepaling van een algemeene rechte 
l^n vooropgesteld wordt. 



DE OPLOSSING VAN LINEAIRE VECTOR- 
VERGELIJKIN6EN IN BIJZONDERE 6EVALLEN, 



DOOR 



Dr. L. VAN ELPRINKHOP. 



De algemeeno oplossing der lineaire vector-yergelgkingen 
is door Hamilton gevonden en medegedeeld in zijn groote 
werken ^Elements of quaternions" § 347 — 350 en ^Lectures 
on quaternions". In de » Elements" vindt men verder in 
§ 351 en 352 een uitgebreide studie o^er de lineaire vector- 
functie voor bet geval , dat eenige standvastigen en functien , 
die bj de vroeger gegeven oplossing optreden, nul worden, 
zonder dat de schr^ver aangeeft, hoe in die gevallen verge- 
gelijkingen moeten worden opgelost. In bet werk van P. 6. 
Tait »An elementary treatise on Quaternions" vindt men 
de HAMiLTON'scbe vorm terug, maar wordt de verklaring 
door bet weglaten van de HAMrLTON*scbe functie \p ondui- 
delijker — terwijl de bijzondere gevallen gebeel verzwegen 
worden, met uitzondering van een voorbeeld van zeer een- 
voudige gedaante, dat juist daardoor weinig licbt werpt op 
de in bet algemeen te volgen handelw^ze. Het opereeren met 
inverse functien op de algemeene vergelijking , zooals Tait 
doet, brengt byzondere luoeielgkbeden. mede en leidt niet 
altijd tot vereenvoudiging van bet vraagstuk; zoodat men 
wel nieuwe betrekkingen tusscben functien verkrijgt, doch 
geen oplossing der vergeligkingen , en andere betrekkingen te 
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hulp moeten geroepen worden. Met het oog ook op hetveel- 
vuldig optreden der lineaire vector-functie in toepassingen 
op het gebied der Natuur- en Werktuigkunde , zoowel als in 
zaiver wisknndige vraagstukken , komt m^ een nauwkeurige 
studie der oplossings-formulen niet ongewenscht voor. Boven- 
dien zal bl^ken, dat langs eenvoudigen weg in de hier be- 
staande leemte kan voorzien worden. De biertoe af te leiden 
formulen zullen van zelf ook weder de algemeene Hamilton- 
sche betrekkingen opleveren. Z^ worden meest alle gevonden 
door toepassing van de bekende grondformule 

iSx(2y=V(37Sxi+VyxS0i+Vxl3Sri. . (I) 

De op te lossen vergelijking laat zich schrijyen in de korte 
gedaante 

<Pp = 7 (1) 

waarin de fanctie de eigenscbappen 

en 

{/B p) = a!Cp p 

bezit, zoodra x een scalar is. Verder treedt op de verwante 
fdnctie (J>\ aan Cp verbonden door de betrekking 

SpCp(r = S(r(p^p^ 

en voert Hamilton drie scalars en vier vector- functien in, 
die bepaald worden door de vergelijkingen 

^ Vfjf.v= Vcp' fjL<p' V, (2) 

^ VfJLV= V{fJL(p'v — v(p' fA), (3) 

^|^'V fjf.v= V<PfA(J)v, (4) 

^'VfAv= V{fA<pv — v(J)fi), (5) 

mSXfJLv = S(p' X0' fjt,(p' V (6) 

m' aSa A* V = 5(A (J>V $' V + |Cfc $' V $' A + V $' A Cp», . (7) 

m"SX(JLV = S\fJLvCp' X + vXCp' fA + XfJt,(p' v) (8) 

Hamilton bewijst verder , dat de scalars m , m' en m" niet 
van waarde veranderen , wanneer men in de bepalings-verge- 
lijkingen $' door (p vervangt, en dat ^' de verwante van ^, 
en x! cle verwante van x is (Elements § 347). In al deze 
formulen z^n A , a& en v , drie niet in £en vlak liggende 
vectoren. 

In de eerste plaats hebben wg nu 
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Sp(J)'A==:SACpp, Sp0' fi = Sf4,((>p, Sp(p'v = Sv(ppj (9) 
of, daar (Pp = y is, 

Sp(p'x = S>,y, SpCff (i = S(Ay, Sp<p'y = Svy. . (10) 
Verder bedenkende, dat 
pS^fiv= VfAvS)^p+ Vv>.SfAp+ VXfjt^Svp, . (11) 
verkrggen w^ na substitutie van dezen yorm in (9), 

SiC4vCpV5A/5 + 'SvACp'|C4Si»p4-ASAiC*(J)V5vp = 5|C*(J)p5AA«v,J(12) 

SfAV(p'vSXp-{-SvX(p'vSfAP'\-SXfA(p' V Svp = Sv(J)pSXfAV.] 

Deze zijn de drie scalar-yergel^kingen , waaraan iedere 
yector-vergelijking aeqaiyalent is. Men kan hierin (pp dadel^k 
door y yetyangen of wel dit later doen. Na laten zich, 
• daar het stelkundige yergelijkingen yan den eersten graad 
z^n, de onbekende scalars «SAp, S [A p en Svp oplossen, en 
substitutie hunner waarden in (11) geeft dan de yerlangde 
waarde yan p. Deze w^ze yan handelen is ecbter omslachtig, 
boyendien wordt de eindyergelijking gemakkelyker geyonden , 
want ook uit de yergelijking (I) yolgt deze door recbtstreek- 
sche substitutie, namelijk 

pS:p'}i<p'uq>'v= Fcp'icccp'vSp^'A + V(p[vcp'^Sp0'fi+ V<j/x(p'(4,Spq/v, 

of wel 
pS:p'x(p'fjL<p'v = V(p'fA(p'vS?,(pp + V(p'v(p'\Sfi(pp + V(p' x(Jf (iSy<pp. (1 3) 

Veryangt men bierin <pp door y , dan is de yergelijking 
<p p = y opgelost. Nemen w^ hierb^' de yergelijkingen (2) 
en (6) in aanmerking, dan laat zicb de yergel^king schr^yen 
in de eenyoudige gedaante 

m p = \p (p p (14) 

Dit is de eerste HAMiLTON'scbe oplossingsyorm. (Elements 
§ 247 XL), 

Hamilton bewgst ook (Elements § 350 (4) en (6)) de twee 
yolgende betrekkingen 

m' p = x^P + ^Pf • (15) 

m'p = (J>p + xP' . . . .• (16) 

Veryangt men in (16) p door cpp en substitueert men in 

(15), dan komt er 

m'p = m'0p — (p^p^\l^p (17) 

Door dezelfde handelwgze te herhalen en het substitueeren 
in (14), yerkrggen w^" de HAiiiLTON'sche hoofdvergelyking. 
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m p = fnf (p p — m" 0^ p + 0^ p , 

of 

m p — m (p p + m" Cp^ p — (p^ p = (18) 

Yervangeh w^ (p p door 7, dan volgt de oplossing uit de 
vergelijking 

m p = m^ y — m" (J) 7 -j- Cp^ y. 

Daar uit <p p = 7 volgt p = p~^ y, verkrjjgt men nog de 
symbolische vergelgking 

w $-1 = m' — m" (?) + (p^ (19) 

evenals men (18) ook kan schr^ven in de symbolische ge- 
daante 

m — m'c|) + m"cp2 — 0^ = (20) 

Opereert men op (20) met <J)~^, dan ontstaat de verge- 
lijking (19). 

W^ komen nu tot het geval , dat de scalar m = is. 
Dan zgn de vectoren $' A , cp' /c* en <p' v coplanair. Gemak- 
kel^k ziet men in en Hamilton bew^st het (Elements § 351), 
dat alsdan p p en p' p steeds in twee bepaalde vlakken lig- 
gen , en dat de operatic ^p iederen willekeurigen vector herleidt 
tot de richting normaal op het vlak van (p' Pi cd evenzoo de 
operatic \p' iederen vector normaal op het vlak van cp p ; en daar 
c|)^p = mp = Oen evenzoo $' ^' p = m p = 0, worden dus door 
de operatic cp alle vectoren ;f/ p tot nul herleid , evenzoo door pf 
alle vectoren ^* p. De voorwaarde m = of 5 (p' A (p' <(* Cp' v = 
is de betrekking, dieaanw^st, datieder der vergelgkingen (12) 
afhankel^k is van de beide andere, zoodat slechts twee der 
drie vergelgkingen ter oplossing dienen kunnen. Men kan 
dan twee der drie onbekende scalars in de derde uitdrukken ; 
deze laatste blyft echter onbepaald, en de substitutie in de 
vergelijki;ig (11) geeft deze p met een onbepaalden scalar , 
dien men dan door x kan voorstellen. Welke der drie ver- 
gelykingen men nu ongebruikt laat, en welken scalar men 
onbepaald laat, is onverschillig ; de uitkomst moet dezelfde 
z^n, maar men kan zoodoende toch negen verschillende 
vormen voor die uitkomst vinden. Z^ zgn ook weder alien 
sneller door substitutie uit (I) af te leiden. Met het oog op 
hetgeen volgt, schrgven w^ er vijf van op, nameliyk 
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(22) 



pSK<p'fA(p'v = Vcp'fjLCp'ySXp — VxqfySfJL<pp + V\(J)'f4,8v(pp, (a) ' 
pS(JL(f>'v<p'X = VfjL<p'ySX(^p + V(p'vq>'},SfJLp - VfjL(p'xSv(pp, \h) 
p8v(^'h(p'l^==-Vv(p'fjLSK(pp+Vv<p\S(jt,(pp+V(p'K(p'fjLSvp, (c) . (21) 

pSfJl,(p'X(p'fA='-' VfJL(J)'fJLSX(pp-\- VfJL(p\SfJL<pp^ VCflXCp'fJLS(ip,{d) 

pSx(p' xqf fjL= — Fa(P>Sa(J)/5+ Facp'aSa4<?)/>+ Vcp'xcp'fASxp. {e) 

Op dezelfde w^ze laten zich nog negen andere formulen 
afleiden, waarvan wg er vgf opschrgven, namelijk 

pS^v(|)'A = VfjLvSxcpp + Vv(J}'xS(jLp — VfiCp'^Svp, (a) " 

pSvXCp'fJL = - Vy(p'f4,S^p+ VvxSiJt,(pp + V\0'fASvp, (b) 

pShfjLqfv = VfjLq/ySxp - V\0'vSfAp + V\fiSv(ppy (c) 

/?aSa/c*c|)'a = Vx(j(,Sk(Pp — Vx<p' xSfjLp -\- VfA(p'^SKp, {d) 

pSAi/Cp'A = FvA 5ACpp - Fv(J)'a 5ap 4- Vxcp'xSvp, {e) 

Telt men de vergelijkingen (21) (a) , (6) en (c) bg elkander 
op, dan verkrggt men na eenvoadige herleiding een nieaw 
bewijs voor (15); evenzoo door optelling van (22) (a), (6) 
en (c) een nieuw bewijs voor (16). 

Het doet aan de algemeenheid der oplossingen geen af- 
breuk, indien men thans den vector v laat samenvallen met 
de standvastige richting ^' p^ en daar cp';f/'p = is, zal dan 
(p' V ==- zgn en tevens SpCpp = S\lf^p(J>p = 0. Dan vallen 
van de negen vergelgkingen (21) alle weg, die (p' v bevatten, 
waardoor alleen (c), (d) en (e) bewaard blgven. Van de ver- 
gelgkingen (12) vervalt dan de derde. Zien wg tevens welke 
vereenvoudiging dit in de vergelijkingen (2) tot (8) geeft, 
dan bigkt onder anderen, dat mSXf4v==^SvCp'x0'fjt, wordt. 
Noemen wg verder U^p p = ^pQ^ dan wordt nu (21) (c) 

pSvcp'Kcp' ij(,= Vv(p'xS(jL(pp- Vv(p' fjcSxcpp + x^Qy (23) 
of wel 

wi'p = a;0p + ^^o = 

= m" $ p — cp^ p + ^ (?)o 
Hierin weder (p p==y substitueerend is de vergelgking 
opgelost. 

Past men op de HAMiLTON'sche vergelgking (18), die als 
m = is , de gedaante aanneemt 

m'(J)p — m"0^p + <?)^p = O, (25) 

de operatie (p"^ toe, dan vindt men 

m'p = m"<pp — (p^p + cp-iQ, (26) 

waardoor de oplossing van de vergelgking p = ^ terug- 



(24) 
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gebracht wordt, tot die van de vergelijking cpp = 0. Is geen 
der standvastigen m , m' of w!' nul , dan voldoet daaraan , 
zooals uit alle bovenstaande vergelijkingen blijkt, alleen de 
waarde p = 0; is daarentegen m = 0, dan voldoet ook de 
oplossing p = a!\ljQ. In zoover nu uit onze formulen blykt, 
dat dus .» ^0 =" ^~^ ^ 1^ » zien wij dat de HAMiLTON'sche for- 
mule door operatie met (p—^ een gedaante verkrijgt, die met 
de oplossingsformule overeenstemt ; zonder de formule (24) 
was echter de bepaling van Cp'~^ onmogelijk ; met formule 
(24) is (26) overbodig. 

In het boven bedoelde voorbeeld geeft Tait (Quaternions 
159) de formule (25) in de symbolische gedaante 

m'(p — m''(p^ + (p^=0, 
en opereert hierop met cp*~^, zoodat h^ verkr^gt 

m' <p-i = m" — $ + $-2 , 
waardoor een andere aanvullingsterm ontstaat, als wg gevonden 
hebben. In het voorbeeld van Tait wordt voor <p-~^ de waarde 
van :p'~^ genomen, zoodat de oplossing toch sluit. Beschouwt 
men echter nauwkeurig den vorm 0~^ 0, dan moet zij de op- 
lossing zija van de vergelgking <p p = Cp~^ 0. Deze vergel^king 
heeft in het algemeen geen oplossing; want (p~^ = a:\pQ, 
en \pQ staat loodrecht op het vlak van <p^ p en moet boven- 
dien in het vlak cp p liggen , wat alleen dan het geval zal 
zi]n, als \pQ en \p^Q loodrecht op elkander staan. In ieder 
auder geval moet men in de vergelyking <p p = <J>^^ deze 
<p— 1 = nemen , om daarna bg de tweede operatie met 
(p~~^ voor <J)-^ , x\pQ t^ zetten. Men vat dus in het zelfde 
symbool Cp"^ de opeenvolgende operatieen verschillend op. 
De methode van Tait is dus af te keuren. 

Staat daarentegen ^^ loodrecht op x^f^Q , dan moet de TAiT'sche 
aanvullingsterm bepaald worden uit de vergelijking <p p = a! ^'o» 
welke ingewikkelder dan de oorspronkel^ke vergelijking is. 
Maar nu doet er zich bovendien een grooter bezwaar voor, 
want rn! SX(JLv=^SvCp' xcp' fJL==xS^\ V(p' KCp' fjL = ySylj'Q^Q^ 
en dus is nu m' = geworden , zoodat nu de vergelijkingen 
(24), (26) en die van Tait alien voor oplossing ongeschikt 
zyn geworden. 

Evenals de vergelijking (24) de bgzondere gedaante van 
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(15) is, ligt het voor de baud, om nu bij de vergelijking (16) 
bulp te zoeken. Deze geeft nu m" /9 = (^ p -[- ;^ p en uit (24) 
is geworden ;^Cpp = — 4^ P = — ^^o? ®^ ^^.ar (P X P = X^ P 
ook <P ;^ p = — .2? ^0 J ^^^ XP="- ^ $~^ ^0 » 550odat wg als 
oplossingsYorm zouden verkr^gen 

m" p = ^ p — X (p—^ xfjQ. 

Hierin is even als vroeger evenwel de aanvullingsterm de 

oplossing van een itleer ingewikkelde vergel^king dan de 

oorspronkelijke, zoodat w^ wel een betrekking tusschen fanctien 

maar geen oplossingsvorm verkr^gen. 

Is w' = w = , dan geeft de vergel^king (20) 

w" ^2 _ ^3 ^ ^ 

en op de door Tait aangegeven wijze met inverse functien 
opereerend (in dit geval met <p~^), verkr^gen wij de vergelyking 

en bierin is de aanvullingsterm nog ingewikkelder geworden. 
Wordt nu bebalve m en m ook nog m" = 0, dan vervalt 
de vergelgking (16) tot de betrekking Cp p = — XP^ maar de 
HAMiLTON'scbe vergelijkingen (14), (15) en (16) kunnen ons 
nu geen oplossingsvormen meer verscbaffen. 

Eeeren w^ daarom terug tot de vergelgkiugen (12) en 
(21). Door steeds v II ^\ te nemeu, bestaan van (12) slechts 
de twee eerste vergelgkingen , van (21) de nummers (c) [d) 
en (e). Is nu w' = /S v (p' A 0' /c« = , dan blgkt , dat de ver- 
gelyking (c) niet gescbikt is voor oplossing, wel echter de 
vergelyking (rf); de eerste wordt ook verkregen door in (12) 
de scalars aS A p en /S jcc p in aS v p uit te drukken , men kan 
ecbter ook Sx p en Sv p in S fjL p uitdrukken , wat den vorm 
{d) geeft. Deze bl^kt voor het geval mf = bruikbaar te 
bl^ven. Indien ook (d) ons in den steek laat, daar ook fA 
loodrecbt op F (J)' A Cp' /x kan staan , dan bebben wij nog de ver- 
gelijking (e) en daar Fcp'ACp'jC* niet op de drie vectoren A, 
.u en V tegelyk loodrecbt kan staan, bl^ft deze bestaan, 
tenzij F(p' A (J)' A6 = wordt, hetgeen overeenkomt met de 
b^zonderbeid , dat de operatie \p^ en ook t//', iederen wille- 
keurigen vector nul maakt, een geval, dat wij afzonderl^k 
zullen nagaan. 

Dit geval doet zicb namelijk voor, wanneer (p'A, (p'/ct en 
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(p' y coUineair worden , dat wil zeggen , wanneer de functie 
cp p een zoodanige is , dat z^ alle willekeurige vectoren herleidt 
tot een zelfde richting. Alle vergelgkingen (21) vervallen 
dan. Voor (J)'/C4 en 0' v kan men dan pCp'A en q^^ >* zetten, 
zoodat de drie vergelgkingen (12) dan van elkander afhanke- 
lijk worden. De functien \^ p en 'p' p zgn standvastig nal , 
en aangezien nu $ ;^ p == <p' a^' p = is , zien wij dat Cp^ 
iederen vector tot nul herleidt, waarop eerst de operatie x' 
is toegepast. Hamilton bew^st , dat nu de operatie x iederen 
vector herleidt tot een vlak loodrecht op (p' p en evenzoo x' 
iederen vector tot een vlak loodrecht op Cp p, Kiezen wg nu de 
vectoren /c* en v beide in het vlak x\ dan z^n dus cp'jCt=(J)'i/=0. 
Daardoor verdwynen weder zes van de negen vergelijkingen 
(22) en blgven slechts de vergel^kiugen (a), (d) en {e) over. 
Evenzoo blgft van de vergel^kingen (12) slechts de eerste 
over. Bovendien is de betrekking (15) vervallen. De betrek- 
king (16) kan nu ter oplossing dienen. Zij heeft de gedaante 

m'' p==<pp-\^XP (16) 

Stelt men nu cpp=^y, dan heeft men de oplossing, daar 
X p een willekeurigen vector in een vlak loodrecht op (p^p 
voorstelt. Lost men uit de eenig overgebleven vergel^king(12) 
Sap op en substitueert nu in (11), dan komt men op de ver- 
gelgking (22) (a). Bedenkt men, dat ($' /cc = (J)' v = is, dan 
volgt uit de vergelgkingen (3) en (8) 

XpSXfAv= VvCp'xSfJLp— V (jt,(p' xSv p^ 

en ziet men, dat (16) en (22) (a) dezelfde betrekking voor- 
stellen. De HiMiLTOn'sche hoofdvergelijking(18) is nu geworden 

m" (p^p'-(p^p = 0. 

Die schrijver bew^st (Elements 352 (9)), dat in het on- 
derhavige geval (namelijk (p p = 0) deze vergelijking kan 
teruggebracht worden tot de betrekking 

m''(pp'^0^p = O, . . [ (27) 

wat door operatie met 0~^ geeft 

m'' p = 0p^<p-^O (28) 

Als alt^d brengt dus ook thans de HAHiLTON'sche formule 
de oplossing van (pp = y terug tot de oplossing van <3[)p = 0, 
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maar brengt ons niet verder. De vergelyking (16) daaren- 
tegen geeft m" p = x9 voor cp/5 = y = 0, zoodat, ook de ver- 
gelyking ^p = opgelost is, en de HAiiiLTOK'sche vorm met 
de onze blijkt overeen te stem men , zoodra w^' p yervangen 
door <p—^ 0. 

De handelwijze van Tait, nameligk opereeren met cp""^ op 
de uit (27) volgende symbolische vergelgking m"0— cp^ = 0, 
zou geven m" cp—^ — 1 = 0""^ of w" p = y + cp—^ , wat 
weer dezelfde moeilijkheid als hierboven zou geven. 

Ook in dit geval kan het gebeuren , dat m" = wordt , 
doordat ^c en v met 0'A coplanair worden. Nu liggen fA 
en V in het vlak van x p, das loodrecht of (pp; das zoodra 
m^' = is , staan (p p en 0' p loodrecht op elkander. Evejials 
in het vroegere geval , dat m^ = was , verliest ook thans 
de HAMiLTON*scbe formule alle practische waarde. 

De oplossing kan na gevonden worden uit een der ver- 
gelgkingen (22) (d) of {e). 

Daar (p^ A niet gelijktijdig coplanair met de drie vectoren 
A } /x en V kan z^n , kan dus steeds een dezer vergelykingen 
dienen , zoo lang niet cp' A = is, Dan echter zgn de vec- 
toren <J)' A , Cp^ fi en (p' V alle drie nul , $' en evenzoo Cp 
herleiden alle vectoren tot nul, de vergel^king Cpp=y eischt 
dan de voorwaarde y = 0, en de vergelgking Cp p = geeft als 
uitkomst p == onbepaald. 

Alles b^een vattende zien wij, dat de HAMiLTON'sche functio- 
nale betrekkingen (15), (16) en (18) steeds geldig z^n; dat in het 
geval \pp = de vergelgking (18) overgaat in de vergelijking 
(27) ; dat door inverse operation daaruit vergel^kingen kunnen 
worden afgeleid; dat men daartoe van de operatie (p-^ moet 
gebruik maken; dat de handelwgze van Tait (operatie met 
Cp~^) de vergel^kingen van meer ingewikkelde doet af hangen ; 
dat de operatie met (J)"^ in geen geval de vergelgking op- 
lost, maar tot eenvoudiger vorm terugbrengt in de gevallen 
m = 0, zonder dat m' of m" nul zgn, en \pp = zonder 
dat w" = is; dat in de gevallen w = m' = w"==0, ^p^O 
en v^ p = , w" = ook deze operatie ons geen oplossing 
geeft. In het door ons medegedeelde is in alle gevallen voor- 
zien, want 
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Is geen der drie grootheden m , m\ m" nul , dan volgt 
de oplossing uit (13) of (18) in een der gedaanten 

ra p^=^w! y — w!' $ ^^ -f- $^ y. 
Is m==0 uit (21) (c), {d) of {e) of (24), door eerst v//;/^' of 
wat hetzelfde is v l/Vcp xcp (a te stellen, in de gedaanten 

pSvCp' \(p' (A = —Vv(p' (jt,Sxy-{- FvCp'^S/CAy + .r Vcp'xCpfA, 

m! p=^m" y — $ y + ^ ^o* 

Wordt tegelykertijd w' = , zonder dat \p p = is , dan 
blijft toch altijd een dezer vergelgkingen geschikt ter op- 
lossfng. 

Is U/p = en dus m = m' = 0, dan vindt men de oplos- 
sing uit (22) (a), {d) of {e) of uit (16), na eerst ^ en v lood- 
recht op Cp p aangenomen te hebben , in de gedaante 

pSfJLv(p'x= VfjLvS^y^xVvCp'K—y V fzCp' X, 
pS}fX(f/X = Vv xSXy^x VxCp' X—y Fi/$'a, 
p SXfd^Cp' X=. VXfJLSxy -^x Vfjt^cp'K—y V X(p' \^ 

m" p=zy-]-xp. 
Wordt tegelgkertijd m" = , dan blgft toch altijd een 
dezer vergelgkingen over. 

Het onderzoek naar de waarden der grootheden m! en m" 
behoeft echter niet te geschieden , want zoodra w = is , 
kan men alle vergel^kingen , die door toepassing van (I) ge- 
vonden z^n , laten varen en daarentegen gebruik maken van 
de vergeligking 

Vp Vxl3 = l3Sctp — aS(3p (II) 

Stellen wg hierin « = cp' A , fi = (p' (jl^ dan verkrggen wij 

Vp V0' KCp' fji. = (p' (ASp(p' x — cp' xSpCp' fjL., 

Vp V Cp' X (p' (4. = CP' (jc S K y — Cp' X S (JL y , 

Sp V(p' xcp' (JL== — x^ 

opt. 

p V p' X Cp' IA^=^ — X -{- CP' (A S K y ^ CP' X S fJL y , 
p{TVcp'x<p'fJLf=xV(p\(p'fj^J^{(p'tJLf(p\SKy^^^^ 

Deze vergeligking is onafhankelijk van de waarden van 
rn en m" en geldt zoolang ^pp of, wat hetzelfde is, Vcp'xCp'fi 
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niet.nul zgn. Is dat het geval, dan kiezemen v en jC* loodrecht 
(pp en de grondvergelijkingen (10) herleiden zich totdeeene 

die op zich zelf reeds bepaalt, dat het uiteinde van p gele- 
gen is in een vlak loodrecht op Cp' A. Ook deze is onaf hanke- 
lijk van m". 

Gaan wg ten slotte nog na, wat er gdbeurt, wanneer de 
functie Cp p zeltVerwant is. Dan is (p'p = Cpp en dus\p' p = ^^f p 
en x^ p=ss X P' In alle behandelde formulen kunnen dan de 
accenten bij de functieteekens weggelaten worden. Is dan m = 0, 
dan staat \p p loodreeht op het vlak van Cp p, en daar de vector 
V even wg dig aan tp p wordt aangenomen , zal w' = S v (p A (p jC4 : 
:/SA/ctv niet nul kunnen worden, zonder dat Vcp^Cpf^ en 
dus 4f p nul wordt ; zoodat , als m' = is , de vergelijkingen 
(21) dadelgk vervallen. Wordt nu daarenboven m" = SjC4vCpA: 
:S^fAv = 0, dan moet, daar jC6 en v gelegen zijn in het 
vlak X P « dat loodrecht op cp p staat , cp A = zijn , dus ook 
(p pssiy = Oj en alzoo p = onbepaald blgven. 



Sedert het vorenstaande ingezonden werd bij de redactie 
van dit tydschrift (Maart 1891), is verschenen een boek van 
Dr» P. MoLENBLROEK over Quaternions, waarin de schrgver, 
behalve de algemeene oplossing, alleen het bijzondere geval 
nagaat , dat m = is : doch men vindt b^ hem slechts de 
bovenstaande formule (24) op andere w^ze als hierboven af- 
geleid. Een nader onderzoek naar hetgeen er geschiedt, als 
ook andere coefficienten en functien nul worden , heb ik ook 
bij dien schrgver vergeefsch gezocht. 



OPMERKINGEN NAAR AANLEIDING DER 
VERHAiNDELINGEN OVER QUATERNION-MATRICES, 

VAN DEN HBKE Th. B. VAN WETTDM, 

IK HEX 

Nisuw Archief voor Wiskunde, deel XVII en XVIII ^ 

DOOR 

Dr. L. VAN ELPRINKHOP. 



De boYengenoemde verhandelingen van den Heer van 
Wettum , zouden als interessante inleiding tot de theorie der 
quaternionen kunnen dienen. Wei is de daar gevolgde weg 
niet de eenvoudigste , toch kan het den vrienden dier theorie 
nieb anders dan aangenaam getroffen hebben, op deze wgze 
weder de bevestiging van Hamilton's uitvinding te ontmoe- 
ten. Ik zeg bevestiging, hoewel de Heer van Wettum be- 
weert een afbrekende kritiek over de quaternions geschreven 
te hebben; want ieder oplettend lezer zal uit het daar ge* 
schrevene niet anders dan een opbouwende kritiek opmaken. 
Het blijkt namelgk, dat de Heer van Wettum op een on ver- 
klaarbare w^ze uit zgn fraaie formulen een geheel verkeerde 
conclusie trekt. Dit wensch ik hier aan te toonen. 

In deel XVII biz, 211, § 12 vinden wg den vorm van 
de matrix Q. Deze geldt voor conische draaiing om de an 
OK over een hoek p, terwgl Aj, k^ en k^ de hoeken zjn, 
die de richting der as bepalen. Noodzakelgk bestaat de be- 



144 

trekking coa^ k^ + cos^ k^ + cos^ ^3 = 1 , en dus bevat de ma- 
trix slechts drie onafhankelgke elementen. 

Volkomen hetzelfde is van toepassing op den anderen vorm 
van die matrix, welke wg als uitkomst van een ingewik- 
kelde herieiding vinden in deel XVIII, biz. 174, §10. Ook 
hier zijn de vier elementen a, b , c en d verbonden door de 
betrekking a^ + ^^ "h c^ -|- d^ = 1 , en bevat de matrix drie 
onderling onafhankelgke elementen. 

Deze matrix kan men nu beschouwen als operator van 
een conische draaiing. Het quaternion q is geen operator van 
een conische draaiing, maar kan een operator zgn van een 
vlakke draaiing in een vlak loodrecht op zgn eigen as, 
zoodra de vector, waarop die operatie wordt toegepast, ook 
loodrecht op die as staat, of, wat hetzelfde is, in. het vlak 
van q ligt. (Eens vooral moge in het nu volgende afgespro- 
ken zgn, dat Tq = l is, daar ook de Heer van Wettum 
slechts radiale quotienten beschouwt). 

Past men de operatie q op een vector » toe , dan zal in het 
algemeen het product q a, een quaternion zgn. Het zal alleen 
dan een vector wezen, als Sqx = Sa Vq = 0, dus wanneer 
X loodrecht op Vq staat. Dus alleen in dat geval werkt de 
operator q als operator van vlakke draaiing. Nu is iedere 
vlakke draaiing te beschouwen als een bgzonder geval van 
een conische draaiing , zoodra slechts de vector , die gedraaid 
wordt, loodrecht op de as staat. De voorwaarde voor dien 
loodrechten stand wordt nu nitgedrukt door de vergelgking 
ba!-{-cy'^dz = of x cos k^ -\- y cos k^ -]- z cos A3 = , welke 
de Heer van Wettum ten onrechte als een tweede afhanke- 
Igksbetrekking tusschen de elementen van zgn matrix .aanziet. 
Immers de draaiing van het stelsel wordt door de vier groot- 
heden a, 6, c en d, de elementen van de matrix, bepaald; en 
nu kan, als de draaiingselementen bekend zijn, de operatie op 
iederen willekeurigen vector van het stelsel toegepast worden, 
en hebben dus de elementen van den operator niets te ma- 
ken met die van een der vectoren, waarop hg zal toegepast 
worden, al mogen ook twee standen van een vector gediend 
hebben om eerst de elementen van den operator te bepalen. 
Eenmaal bepaald, hebben a, b^ c en d geen betrekking meer 
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met .2?, y en z. Een vergelgking met 6, c, dj a, y, z geeft 
dus nooit een betrekking van afhankel^kheid tusschen b, c 
en d alleen; en nu moge ba-\-cy-\-dz = voorwaarde z^n, 
dat de conische draaiing samenvalt met een vlakke draaiing, 
de daardoor vereenyoudigde matrix bevat nog even goed drie 
onderling onafhankel^ke elementen, twee voor de as en een 
voor den hoek van draaiing. Het bepalen van die elementen 
a , & , c en rf uit twee vectoren (^ y z) en {x y' z) sehijnt de 
heer van Wettum in deel XVIII, § 24 te behandelen, van 
weike paragraaf de zin m^ niet duidel^k is. Men kan toch 
altgd trachten uit de vier gegevens van de twee vectoren 
(^ y z) en {x y z) de drie elementen van den draaiingsoperator 
te bepalen. Er is zelfs een gegeven te veel; maar ditisjuist 
daarom geen bezwaar , omdat voor het quotient, hetzg conisch 
of vlak, toch alleen maar de relatieve richting benevens de 
draaiingsas in aanmerking komt, zoodat hetzelfde quotient 
even goed uit twee andere vectoren kan gevonden worden. 
Ja zelfs blijkt het , als men de elementen van de matrix voor 
conische draaiing Q uit twee vectoren wil bepalen, dat dit 
vraagstuk onbepaald is en eerst bepaald wordt, zoodra men 
den hoek tusschen de draaiingsas en ieder der beide vecto- 
ren , welks cosinus evenredig met b x-^-cy-^- dz is, wille- 
keurig gekozen heeft. Dit is den heer van Wettum blgkbaar 
niet opgevallen, waarschijnl^k door dat h^ begonnen is met 
draaiing van een coordinatenstelsel , dat, zooals bekend is, 
slechts op eene wijze van een gegeven stand in een anderen 
gegeven stand door een enkele draaiing kan gebracht worden; 
terwgl een vector op oneindig veel wgzen (door conische 
draaiing) tot samenvalling met een tweede kan gebracht 
worden, en eene van deze is de vlakke draaiing. Het moge 
dus z^n nut hebben, de matrix af te leiden zonder draaiing 
van het coordinatenstelsel. De formulen voor dit vraagstuk 
heb ik afgeleid in m^n academisch proefschrift , doch met 
andere notatien dan die van den heer van Wettum. W:g 
zuUen ze hier met notatieen, meer overeenkomende met die 
van den heer van Wettum, laten volgen. Noemen w:g de 
projectieen van PP', namelgk de veranderingen , die j?, y 
en z door de draaiing ondergaan, 3^, iy en S^, terwgl de 

N. A. 7. W. Dl XIX.. 10 
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coordinaten van het midden der lijn PP ?, »f, ^genoemd 
zuUen worden, Verder sfcellen wg X = co8k, fJL=. cos k^ , 
V = cos ky Dan staat P F loodrecht op K en M en dus 
hebben wg drie vergelgkingen 

A S 0? + f* 5 y + J' 5 -8^ = , 

Hierait verkrggt men achtereenrolgens 
X iy iz PF 



At^-i/X v^-K Au-At? l/(;;^-v7)»+(;^— aO*+(A)>— i:*!)* 

PF 



Na is 



M «m (K M) ~ ^ 2' 



5« = 2«5r|j^(e + |5^)_v(^ + i3y)t, 



(1) 



J? = 



y 



Hieruit oplossende vinden wjj 

5 y = 2 «n»| U A A* + vc<<y|^ ;r - (A» + v») y + /a* " - A c«<y|) ^ 

J^= 2«n»| /a v-A*c<5r|\ar+/A*v + Ac<<y0y-(A4+A*»)^ 

Vervangt men hierin 3 ^ , ^ y en S z door ban waarden 
x' — X, vf — y , z' — z, dan verkr^gt men 

n — 2((!«* -}- "*) **" 9 ) ^^" ( 2A/ii«in*^ — vsinp \-\- / 2Av«n*^ -^-y^wnp W, 
(2AAt «tn»| + » «OTpW ^1 - 2(A* + i'»)«n*|\/+ ^2Atv«n»| - A«tn/)\g, 

(2Av«in*^— At8tn/)jjH-(2j!««in^+A«m/))y+(l — 2(A*+A**)«t«*H)'^» 



(2) 
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waaruit — zoo men bedenkt, dat a = co8p^ 6 = A sinp^ c = fA sinp^ 
d = v8inp zgn — de matrix van den heer van Wettum recht- 
streefcs volgt. 

Moet nu oragekeerd uit x\ y\ z' en x^ y^ z de vorm Q, 
en dus de grootheden A, /ca, v en p bepaald worden, dan 
gaan wy uit van de vergel^kingen (1) en voeren eerst een 
nieuwe onbekende 8 in , bepaald door de vergelgking 



xx-]rf^y + y^ = »<^tg I", 



(3) 



waardoor de vergelgkingen (1) worden 

5 ;c = 2 sin^ ^ U\8-\- (A z — yy)C'tg^ — x\ , 



3 y = 2 «m^ ^ 



(a* « + V J? — A 5r)cf(7 % — y } , 



P \ P \ 

i z=2 sin?- ^ i (j' « + ^ y — A* «») c^^ ^ — z\' 

Men kan uit deze vergelykingen eerst y en ^r elimineeren, 
waardoor wg een vergelijking krggen, die alleen a?bevat,op 
dezelfde wijze eene, die alleen y bevat, en eindelgk een, die 
alleen z bevat. Dat drietal kan in de plaats van deze geno- 
men worden. Zg vormen met de eerste der drie grondver- 
gelgkingen en de betrekking A^ + ix^-[-v^=l vgf vergelijkin- 
gen ter bepaling der vgf onbekenden «, A, /ca, v en p, Behalve 
die betrekking is nu het stelsel 

P 



Kiz-\-28 (i, --vi X — 2jf f^^ = 0, 
— a3j/ + j!*J« + 2«v — 2?:«5ff = 0, 



W 



X'h X-\- fAi y -\-vi z =0. 

Zullen A, (i,^ V Qn p aan deze vier vergelgkingen voldoen, 
dan moet de determinant 

28 —"hz iy ^ 

i z 2 « —3 J? vi 

— iy ix 2s ^ 

ix iy iz 



= 0. 
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Uieruit zou men nu s uitrekenen en, na substitutie in (4) 
\^ fA, V en tg ^. Werkt men de determinant uit, dan ver- 
krggt men 

Is nu ?Sa?4-^^y + ?^'2:^0, dan wordt s imaginair, er 
is dan geen draaiing mogelijk; is daarentegen §Sa? + jf5y + 
-j- ? S -2 = , zooals wij in den beginne reeds vooropstelden , 
dan is s onbepaald, Wij kunnen voor s dus een willekeurige 
waarde kiezen, deze verwisselen in de Yergelijkingen (4), en 
daarna \, fjL, v en p bepalen. 

Eiezen w^ nu het geval « = of A.2r + jCAy-j-v5r = of 
b x-\-cy -{'dz = 0^ dan nemen w^ het b^zondere geyal , 
dat de conische draaiing in een vlakke overgaat, maar dan 
worden de vergelgkingen (2) 

a/ = a cos p — V y sin p -^ fjt, z sin p , 
y' = V X sinp-^- y cos p — ^ z sin p , 
if = — fjL X sin p -\- \ y sin p -{- z cos p ; 

waaruit in verband met de betrekkingen a = cosp, br=Xsinp, 
en zoo voort , de matrix kan geschreven worden in de gedaante 

a — d c 

Qq= d a — h 

— c h a 

van welke de heer van Wbttum de volmaakte overeenstem- 
ming met een quaternion heeft aaugetoond. Het is echter 
duidelgk , dat de betrekking Xx-\- fA,y -^^ y z = Q geen voor- 
waarde tusschen A , /u en v onderling, maar wel eene tussehen 
A, jCA, 1/ ter eene en x^ y^ z ier andere zijde voorstelt. Er 
z^n dus drie onderling onaf hankel^ke gegevens, namelgk p , 
en twee van de grootheden A, /C£, v. Ingevolge de ingevoerde 
bgzonderheid zgn nu de drie eersten van de vier vergelgkin- 
gen (4) van elkaar onaf hankelgk geworden. Deze hebben nu 
de gedaante 



hi z — vi x = 2ijtg^ 



2' 
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Door eliminatie yan tg^ beschrgven wg achtereenvolgens 



tli Z - 


-?5y' 


~0^ 


1 


?3y 


— jf S 0? 




1/(3 «* + 5 


y* + 5; 


^*) (?* + »» 


1 


-(?Sjr+>j5«/ 


+ ?3^)* 




PF 


xOM ' 




en das 














PFx 


OM ' 


?5 j; — $ J^ 
'* PFxOM 




" PFx 


OM ' 






-.f. 


PF 
"OM' 









waarmede dus de elementen van den draaiingsoperator vol- 
komen bepaald zgn. 

De onjaiste opvatting van den heer van Wbttum laat zich 
vooral daidelgk zien, als w^' quaternion-formulen gebruiken. 
De operator voor conische draaiing over een hoek p, zgnde 
den hoek van het quaternion g, is in deze symbolen q^)q'~~i 
en niet q{). Men zie de door den heer van Wettum aange- 
haalde plaats: Elements of Quaternions, Book III, Chap. I, 
Art. 297). Zy namelijk « de vector , die gedraaid wordt , dan 
zgn de uitkomsten qi x q—i en q ». Nu is g^— t omdat Tq=l 
is, hetzelfde als Kqi en qi» — a Kqi=^ 2 Set Vqi en dus 
qi {qi x--a Kqi) = 2q^ S X Vqi , waaruit volgt, dat qi ct q—i = 
= q x2 qi Set Vqi. 

De beide operatoren stemmen dus overeen, zoodra Sot Vqi = 
is, dus als » en Vq loodrecht op elkander staan. 

§ 25 uit de verhandeling in deel XVIII, wordt weerlegd 
door Hamilton, Elements Art 201 en 202 in verband met 
Art 285—294, en door Tait, An Element, treatise on Quat. 
§ 72 en 77. Hamilton splitst het vectorenquotient niet, zoo- 
als de heer van Wbttum zegt , in een cos cp in de rich ting 
van P en een sin (p in de richting loodrecht op P en 
het vlak Q P , maar hg splitst den vector Q in een stuk 



en 
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A COS <p langs P en een stuk (2 sin <p in de richting lood- 
recht op P in het vlak Q P , waarbg x en (3 eenheids- 
vectoren voorstellen evenals OP en Q, en ^ = P in grootte 

richting is. Het qaaternion wordt dus I — )= 

B ' 
=zcos(p-\ — 5m cp. Het gedeelte cos^ heeft geen richting, 

terw^l sin <p een numerieke of scalar-coefficient is , waarmede 

een ander vectoren-quotient, namelgk — , vermenigvuldigd wordt. 
Op de aangehaalde plaatsen wordt nu omstandig aangetoond, 

waarom Hamilton voor — een nieuwen vector y loodrecht 

op beide in afgesproken zin substitueert , waardoor hettweede 
gedeelte y sinCp wordt. Hierb^ is sincp nog steeds een nu- 
merieke coefficient, die van te voren geen richting had, en 
het nu nog niet heeft; alleen de vector y heeft richting. 

Ten gevolge van deze substitutie verkrygt het symbool q» 
beteekenis, ook wanneer x niet in het vlak van q ligt. Het 
verdient echter de grootste aandacht , dat de operatic dan vol- 
strekt niet meer een draaiing voorstelt. Dat gebeurt alleen, 
als X loodrecht op de as van q staat. Is dat het geval, dan 
gaat ook de matrix Q van den heer van Wbttum in Qq over, 
en beide zaken stemmen volkomen overeen. 

De algemeene matrix, door den heer van Wbttum medege- 
deeld, en een eenheidsquaternion zgn dus verschillende opera- 
toren , die ieder door drie onderling onaf hankelgke elementen 
bepaald z^n. De algemeene matrix kan in quaternions door 
een symbool van de gedaante q ( ) q"^ worden voorgesteld ; 
maar de operatic q » kan , als x niet in het dak van q ligt, 
niet door matrices voorgesteld worden, doodeenvoudig omdat 
het geen draaiing is. De beide begrippen vallen samen, zoo- 
dra aan de voorwaarde voldaan is, die de heer van Wbttum 
gevonden heeft , namel^k hx-\-cy-\-dz = Q. Men ziet dus , 
dat quaternions meer vermogen dan de matrices, besproken 
door den heer van Wbttum. 

Eindelgk blgkt , dat het trotsche door Hamilton opgetrok- 
ken gebouw van dezen kant tegen iederen aanval bestand is. 



OVER EEN VRAA6STUK, DAT IN DE GEODESIE 

VAN DIENST KAN ZIJN, 



DOOB 



P. J. VAN DEN BERG. 



Indertgd maakte ons medelid Dr. Cfl. M. Schols m^ op- 
merkzaam, dat — als men in de geodesic wil trachten de 
vereffening van een driehoeksnet, wanneer daarin richtingen 
gemeten zgn , te vereenvoudigen door de vereffening in twee 
deelen te splitsen, op de wgze als door Schleiermacher ge- 
daan is voor het geval , dat hoeken gemeten zgn — men op 
het volgende vraagstuk nederkomt: 

»Voor ieder der driehoeken van een willekeurig driehoeks- 
net een getal te vinden, zoo dat telkens de som der over- 
maten boven de getallen der drie aangrenzende driehoeken 
eene gegeven waarde heeft; met dien verstande dat, telkens 
als een driehoek van het net slechts aan twee of aan een 
anderen grenst , voor iederen ontbrekenden driehoek een drie- 
hoek met het getal nul gedacht wordt," 

Ofschoon het mg niet gelukt is voor dit doel eene ge- 
schikte rekenwijze te vinden, toepassel^k op ieder driehoeks- 
net van willekeurig gegeven samenstelling , en ofschoon het 
hieronder volgende dan ook verre van eene algemeene stelsel- 
matige oplossing van de vorenstaande vraag verwflderd is, 
veroorloof ik mg toch het mede te deelen, ook al wensch 
ik het gevoelen van ons zoo deskundig medelid niet te weer- 
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spreken, dat nameligk de daarin gevolgde weg, in den regel 
zelfs Yoor de behandelde min of meer regelmatige gevallen, 
te ingewikkeld is voor daadwerkelgke toepassing. De opname 
te dezer plaatse moge dan ook gerechtyaardigd worden eens- 
deels door de overweging, dat het misschien uit een zuiver 
wiskundig oogpunt dieustig kan z^n, in eenige gevallen de 
berekening van wat ik ten deze hoofdonbekenden noemde, 
los te maken van die van het soms veel grooter aantal der 
overige onbekenden; anderdeels door den wensch, dat mgne 
behandeling, juist ten gevolge van hare onyoUedigheid en 
beperkte praktische bruikbaarheid , een meer bevoegde tot 
eene afdoende oplossing van het gestelde vraagstak moge leiden. 

Naar aanleiding der te dezer zake met den Heer Sghols 
gevoerde briefwisseling merk ik overigens nog op, vooreerst 
dat voor het geval yan een enkelen ketting van driehoeken 
door het geodetisch Instituut te Berlgn in 1889 is aitgege- 
ven »Dr. P. Simon, Gewichtsbestimmungen fur Seitenverhalt- 
nisse in schematischen Dreiecksnetzen", bevattende eene op- 
lossing die veel overeenkomst met de migne heeft, maar 
zonder goniometrische functien; ten andere, dat men in het 
algemeen het gebruik van deze goniometrische functien — 
die ik, niettegenstaande de daarb^ optredende, maar toch 
spoedig weder verdwgnende, onbestaanbare grootheden, met 
opzet heb ingevoerd om te doen uitkomen, hoe eenvoudig 
mjjne formulen met de bekende goniometrische grondformulen 
samenhangen — desverkiezende ook door hyperbolische func- 
tien kan vervangen. 

Na deze inleidende opmerkingen ga ik thans tot de be- 
handeling , zooals gezegd van eenige min of meer regelmatige 
gevallen, over. Die behandeling steunt in hoofdzaak voor al 
die gevallen op eene gemeenschappelgke betrekking tusscheu 
de drie te vinden getallen voor drie willekeurige driehoeken 
van wat wij zuUen noemen eene driehoeksreeks ; daaronder 
verstaande een net, waarvan, doorloopen in den een of an- 
deren zin, iedere driehoek niet anders dan aan den onmid- 
dell^k voorgaanden en den onmiddellgk volgenden sluit — 
hetzij overigens deze reeks aan hare beide uiteinden open 
is en dus een keten (Fig. 1) vormt, waarvan de eerste en 
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de laatste driehoek ieder, in plaats van twee, slechts een 
aansluitenden driehoek vertoonen , — hetzg de reeks in zich 
zelve teragkeert en dus zonder dergelgk paar uitzonderings- 
driehoeken een kring vormt, onverschillig weder of daarvan 
alle driehoeken rondom een gemeenschappelgk hoekpunt liggen 
(voile of dichte kring, Pigi 2a), dan wel rondom zekere 
binnenruimte (hoUe of open kring, Fig. 26), die dan voor- 
loopig niet door driehoeken aangevuld, maar even goed als 
de buitenruimte onbezet of open gedacht wordt. De drie- 
hoeken van deze reeks door de volgnummers 1 , 2 , 3 , enz. 
aanduidende — voor den keten, regelmatigheidshalve liefst 
bg e^n der beide eind- of uitzonderingsdriehoeken te be- 
ginnen ; voor den kring , onverschillig bij welken driehoek — 
en voorts voor elken driehoek in het bgzonder het te vinden 
getal door x en de gegeven waarde door a, met b^'voeging 
telkens van z^n volgnummer als aanw^zer, voorstellende , 
kan men dan , om de bedoelde betrekking bg voorbeeld voor 
de drie driehoeken p — g , jt? , p + j' te verkrygen , volgens 
de opgaaf — gelet dat iedere driehoek van de reeks of wer- 
kelijk slechts twee aansluitende heeft, of, voor zoover de 
beide einddriehoeken van een keten betreft (zie hieronder de 
toepassing I) althans gedacht kan worden te hebben — on- 
der anderen beschikken over de q-\- 4 — 1 vergelijkingen 
— a?p_j4.i_i -j- 3 .a?p_j+i — .2?p_j+i4.i = ap^q^i .... (voor k=l 
tot y + ^'— 1). 

Neemt men nu om te beginnen , door z een voor een oogen- 
blik onbepaalden coefficient verstaande, de som der pro- 
ducten van de q eerste dezer vergelgkingen (dus k=ltotq) 
ieder met de overeenkomstige macht z^ , dan laat zich deze 
som aldus schrgven: 

—Z.Xp^q + (3^ — z'^) V-j+l — (1 — 3 ^r + 2r^) Va z^ J?p_^+i+i + 

1 

9 

+ ( — 1 + iz)z^-'^Xp—z^Xp^i = V^ z^ ap-j+it. 

1 
En beschikt men dan verder over dezen coefficient z zoo 
dat daarvoor 1 — 35r + -s^ = wordt — aan welke voor- 
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waarde dus de beide wortels, stel z en /, van deze vier- 
kantsvergelgking voldoen — dan zijn op deze wgze gelgk- 
tgdig alle onbekenden aj,_j+i+i voor A = 1 tot q — 2 , dat 
is alle j?p_j+2 tot -Tp-i, geelimineerd en vereenvoudigt zich 
tevens de betrekking tusschen de slechts vier overblgvende 
onbekenden x^^q^ , ^f-g-v^ » ^p ®^ ^i»+i tot 

9. 
— z Xp^ + asp--qjf.\ +^+^ Xp — sfl jTp+i = 7 k z^ a^-j+i , 

1 
die nu , even goed in z als in z kunnende neergeschreven wor- 
den, dadelgk de gelegenheid geeft om door onderlinge aftrekking 
nog ^p-^+i te elimineeren ; waardoor men tusschen ^^,_^ en de 
twee op elkander volgende Xp en x^ji^i overhoudt —{z — z) Xp^^ + 

+ (^+1 _ /.+i) xp-{z-- z'^) Xp^^ = ^ (^* - /*) ap^^, . 

1 
Deze betrekking is vatbaar om onder anderen vorm, ge- 
schikter voor de zoo straks uit te voeren berekening dervan 
de beide wortels z en z afhangende getallencoefiScienten , 
gebracht te worden; immers , indien men een door 2 ros 2 « = 3 
bepaalden hoek x invoert (dat hier dadelgk de notatie 
2 a in plaats van » wordt gebezigd, is om de anders later 
voorkomende halve hoeken te ontgaan; en dat overigens deze 
hoek X op zich zelf eene onbestaanbare waarde heefb, zal 
blijken voor het verdere geenerlei bezwaar op te leveren) 
laat zich de bovenstaande vierkantsvergelijking in z onder 
den vorm z^ — 2zco82x-\-l = en dus (door { de onbestaan- 
bare eenheid en door e de Neperiaansche logarithmenbasis 

verstaande) haar wortelpaar {z, s!) = . '^^ = [ i^ j 

onder den vorm {z^ z) == cos 2 a ± i «m 2 a = e =*= ^** schrij ven ; waar- 
door in het algemeen 2:* — /*=e^*** — 6""^*** = 2i5iw2 A« wordt 
en de gevonden betrekking mitsdien overgaat in —Xp^g^n2a ^ 

+ Xp sin 2{q -{- 1) X — Xp^i sin2q »= ^k ap_q^t sin2k» of 

1 

noff beknopter , door de notatie Ajc = — t—t^ — in te voeren , 
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in — Xp-q + Aq^i Xp — Aq Xpj^i = yk Ai a^^^j^k ♦ 

1 
Zoover geyorderd z^nde, kan men zich voorstellen, dat ge- 

heel dezelfde bewerking, zoo even op de driehoeksreeks van 

p — q door p been tot p -[- 1 toegepast, thans in teruggaande orde 

op de reeks van p+j' door p+1 been tot p worde uitge- 

voerd ; en is men dan, zonder de byzonderbeden dier bewerking 

te berbalen , gerecbtigd .uit de evengevonden betrekking tot de 

overeenkomstige — «|,+g' + Aq' x^^i^Aq'^iXf==' ^S\ A^a^j^q'^k 

1 
te beslaiten; zoodat nu beiden te samen in staat stellen ten 
slotte ook de onbekende Xpji^\ te elimineeren en zoodoende — 
lettende op Aqji^i Ag' — Aq'_i Aq = 

= [sin 2(5^-1- 1) X, 8in2 q^ x^8in2{q^ —1) a, 8in2 q ct]:8in^2x = 
sin 2 a. (cos 2 q x . sin2q' x -\- cos2 q' x . sin 2 q x) 

sin^ 2 X 

sin 2 (fl^-l- q^) x 
= 7^ — = A. <;' — bet in den aanbef bedoelde ver- 
min 2 X ^^^ 

band tusscben de drie willekeurige onbekenden Xp^q, Xp^ 

Xpj^q' te scbrgven onder een der drie gelgkwaardige vormen: 

Aq' Xp^q -X Aq Ji^q' Xp Aq Xp^ q' = 

= Aq' yk Aj, ap-q^k + Aq V^ Ak ap^q'-k = 

1 1 

= Aq' 7 k Ai ap^q^k -\- Aq \k Ak dpj^q'-k = 
1 1 

= Aq Aq' ap + Aq' ^k At ap^^k + Aq yk At apj^q'^k^ 

1 1 

daar toch bierin de eerste term van bet tweede lid voor 
k = q gel^k is aan den laatsten term van bet derde lid voor 
k = q\ namelgk gel^k aan den term AqAq'ap^ die in bet 
vierde lid, buiten de beide aldaar symmetriscb voorkomende 
Z-termen , afzonderlgk op den voorgrond is gebracbt. 



(1) 
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In dit algemeene verband z^n irouwens voor g''=l en voor 

j=— 1 (men vatte in dit laatste geval b^ voorbeeld in het tweede 
q S^+l 

lid /h op als de overmaat van ^_k = \^ = boTen den 

1 11 

term zelf voor ^ = ^+1 = 0, die wegens -^(, = almede gelgk 
nul is) weder de twee meer bgzondere betrekkingen vervat, 
waaruit het zoo even door eliminatie van x^ji^\ werd afgeleid. 
In het b^zondere geval j' = j vereenvoudigt het zich 

wegens —^ = . ^ — = Zco8Zqx tot — j?p_^+ ^XpCoaZqx — 

ja.q 8Vfi a Q (X> 

q^\ 

— ofp^q =Agap-{- y\ Ai (ap_^+it + dp^-q-^k) ; en neemt men 

1 
hierin nog meer in het b^zonder q = ly dan valt men weder 
in de b^ den driehoek p behoorende uitgangsvergelgking 

— Xp^i + 3 ^p — Xp^i = Op terug. 

Nog wel zoo eenvoudig is de formule (1) te vinden door 
achtereenvolgens de waarden van Xp , a?p_i , Xp^2 > . . . ., Xp^^ 
in elkander te substitueeren. Op die wgze namelyk heeft 
men , door van den beginne af zekere getallencoefficienten A 
in te voeren , waarvan Aq = 0, -4^ = 1 , A2 = i A^—AQ = dy 
en verder steeds Ak = 3 A^^i — Ak-.2 is, 

Xp=Ai Xp—AQjSp^i , 
Xj^i^== d Xp — Xp^i — ap= A^Xp-— A^ Xp^i^Ai ap, 

^p_2 = 3 Xp^i — Xp — Gp—i = A^Xp— A^ Xpj^i — A^ Qp — A^ Qp^i , 

Xp^s = 3 Xp_2 — Xp—\ — cip—2 = Ai^Xp--'A^ Xp^\ — A^ap— A^ ap-Ji — A^ ap^^ , 
en zoo voortgaande in het algemeen 

Xp-q = Aq^i Xp Aq Xp^l \& Aj^ Qp^^^k j 

1 

dat is, ook wat de coeflScienten betreft, juist weder dezelfde 
formule, waaruit verder als zoo even (1) zelve kan worden 
afgeleid , daar namel^k , op grond van den tusschen elke drie 
opvolgende van de thans ingevoerde coefiScienten A aange- 
nomen samenhang, deze niet anders zgn dan de coefficien- 
ten van de wederkeerige reeks 
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00 




k AkS^ = Aq -\- A^Z-];- A^Z^ -\- .... -\- AjcZ^ '\- .... = 


^ ^ + (^, -3^)^ ^ z 

l — ^z + z^ l — 2zco8 2x + z' 

1 1 



1 _ ^ e2i« 1 _ ^ ^-2i« « ^k ^^ik» _ ^-mcC^ 






CO 

^^ — T—7i — , en das werkeluk dezelfde als de boven 
svn Z a 



evenzeer door Ak = . — bepaalde coeflBcienten. 

8in Ck » 

Deze coefficieuten alzoo evenredig z^nde aan de sinussen 

der even veelvouden van den ingevoerden hoek «, gaan wij 

tot de uitrekening van deze sinussen over; maar nemen te- 

gelgkertgd de berekening der sinussen van de oneven veel- 

vouden en die der cosinussen van de even en de oneven 

veelvouden ter hand, daar ook de getallenwaarden van dezen 

ons in Let volgende van dienst zullen zgn. W^ merken in 

de eerste plaats op , dat de ter bepaling van 2 a, gediend 

3 
hebbende formule co5 2 ^t = 2 cos^ a — 1 = 1 — 2 sm^ ^ == o 

bet teeken zoowel van cos x als van sin » in bet onzekere 
laat, en dat wy dus, ook om in overeenstemming teblgven 
met de reeds boven bg het neerschrgven der beide wortels 

(z^z) = ^ = ( s / ==C082 (»±i8in2 a = «*^** 

stiizwggend aangenomen rangschikking van het dubbelteeken , 

l/5 i 

bg voorbeeld cos x =— «— ^^ «*w x = — -^ kunnen nemen ; 

waardoor w^ al dadelijk (op grond van cos k x± i sin k x = 

== {cos x±i sin «)* = ( — — ^ j ) cos k x leeren kennen als 

den gemeenschappelijken , dat is voor even k den rationalen 
en voor oneven k den irrationalen , term in de ontwikkeling 
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der i^* macht van ; en tegelyk dzisinka als den 

•J 

tegengestelden , dat is voor even k den irrationalen, en voor 
oneven k den rationalen, term in diezelfde ontwikkeling. 
Maar in plaats van deze zelfstandige bepaling van de op- 
volgende cosinussen en sinussen kunnen wg ook de terug- 
loopende stellen, zooals die voorvloeit uit de beide formulen 

C08{k-^ I) »=2co8 a.cosk X — co8{k~~ l)x=Vb * cos kx — cos {k— 1)» 

en 
8m{k-\- 1) »=2cos x.sinkx ■^sin{k—l) x=\/b» sinkx — sin{k—l)x; 

of ook , indien men afzonderl^k de rationale en de irrationale 

termen ieder rechtstreeks alleen uit gel^ksoortigen zou willen 

afleiden, uit de beide formulen 
cos{k-^2)x=:2cos2x*co8kx — co8{k—'2)x=3co8kx — cos{k'—2)x 

en 
8in{k-{-2)x=2co8 2x,sinkx — sin{k — 2)x=:dsinkx--8in{k—2)x, 

zgnde in deze laatste, door k te vervangen door 2 k — 2, 
naar behooren weder de boven gebezigde terugloopende be- 
trekking Ak=S Ajt-i — Ak-2 tusschen de opvolgende coeffi- 
cienten A zelve vervat. Hoe het zg, indien men de berekening 
by voorbeeld uitstrekt tot en met den hoek 12 as — en ook 
de voortzetting voor hoogere veelvouden van x zou niet de 
minste moeite hebben — vormt men gemakkelgk de hier 
ingelaschte tabel 

I I <t I 2<t I 3tf I 4tf I 6tf I 6tf I 7tf I 8^ 1 9tf I 10« i lift I 12^ | enz! 

2cos= I 2 I V5 I 3 I 2V5 I 7 | 6V6 | IH \ 13V6 | 47 | 34.V6 | 123 | 89V6 | 322 | enz. 

2isin= I I 1 | V5 | 4 | 3V6 | 11 | 8V6 | 29 | 21 V6 | 76 j 65 V6 | 199 | 144V6 | enz. 

Terwgl, zooals gezegd, in deze tabel telkens de halve som 
en het halve verschil der beide in eene zelfde kolom staande 

getallen de opvolgende machten van — — ~ en van 

^ uitmaken — zoodat in verband hiermede het vier- 

kant van ieder bovengetal (2 cos k x) telkens naar behooren 
4 grooter is dan dat van het daaronder staande (2 i sin k x) ■— 
zou men — daar in den regel alles slechts van verhoudingen 
van gelyksoortige cosinussen en van gelyksoortige sinussen 
(behoorende nameiyk of by even of by oneven veelvouden 
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van den hoek ») zal bl^'keD af te hangeD — de tabel zelve 
ook kunnen vervaugen door het samenstel van de vier reeksen, 
die men daarin als rationale termen en als coefficienten van 
de irrationale termen in de beide regels afzonderl^k aantreft, 
namelijk de reeksen (2, 3, 7, 18, 47, 123, 322, enz.) en (1, 2, 
5, 13, 34, 89, enz ) en (1, 4, 11, 29, 76, 199, enz.) en (^o = 0, 
^, = 1, ^, = 3, ^3 = 8, ^ = 21, A, = 5b, A, = 1U, 
enz.), en die, zooals almede reeds gezegd, met elkander de 
eigenschap gemeen hebben, dat iedere term gel^k is aan het 
drievoud van den voorgaaiiden verminderd met den daaraan 
Yoorafgaanden. En overigens moge, om van tal van andere, 
almede goniometrisch te bew^zen, eigenschappen der getallen 
van de tabel niet te spreken, hier de opmerking nog eene 
plaats vinden, dat, krachtens de beide formulen 

cos(k'^l)x== — 2sina.8inka-\--co8{k-'l)x==i8inka-\-co8{k—'l)x 
en 

i8in{k-^l)ci=2{sinx.coskcc-\-isin{k — l)iz=co8kx-\-i8in{k—l)x^ 
zoowel alle rationale termen als alle coefiScienten van irra- 
tionale, die men door beurtelingsche verspringing der beide 
regels opvolgend verkrggt, twee reeksen (2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 
29, 47, 76, 123, 199, 322, enz.) en (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 
34, 55, 89, 144, enz.) vormen, in ieder van welke elke term 
gel^k is aan de som der beide voorgaanden; z^'nde deze 
laatste reeks tevens juist dezelfde, die men onder anderen 
aantreft, als men de bg de verdeeling eener grootheid volgens 
de uiterste en middelste reden voorkomende verhouding ont- 
wikkelt in den vorm eener kettingbreuk. 



W^ gaan thans over tot het maken van eenige toepas- 
singen van de grondformule (1) op verschillende soorten van 
driehoeksnetten , en beginnen daarby met 

I. Driehoek8keten* 

In het algemeen kan men opmerken, dat de genoemde 
grondformule, afgeleid uit de vergelgkingen voor ieder der 
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q-\'q' — 1 driehoeken van p — y + 1 door p heen tot 
p-\-q' — 1, dan ook de gegeven waardeu o^-j+i tot a^_|-j'_i 
voor al deze driehoeken , maar overigens geene verdere ge- 
gevens . bevat ; daarentegen , wat onbekenden betreft , behalve 
Xp^ alleen de beiden , Xp^q en Xpj^q' , van de wederzgds aan- 
sluitende driehoeken ; welke beide onbekenden namel^'k in 
de eerste en de. laatste gebezigde vergelgking ook voorkwamen. 
Nu zijn voor een keten van m, door de volgnummers 1 
tot m aangeduide, driehoeken (Fig. 1) als eerste en laatste 
vergelgking te nemen — ^^ + 3 .r^ — x^ = ct^ en — x^^i + 
-|- 3 a?OT — ^m+i=«m7 ^^s ^®^ namelgk, om de gezanienlgke 
m vergelgkingen zelve van den keten te kunnen beschouwen 
als de g' + 9 — ^ vergelgkingen van het in het algemeen 
gebezigde stelsel , de hulpgrootheden a?o = en Xm-\-i = 
voor de wederzgds aansluitende , dat is in dit geval ontbre- 
kende, driehoeken invoert. En derhalve is thans in de for- 
mule (1) te vervangen Xp—q door x^ = en Xp^q' door x^^i =0, 
dus q door p en q door m — p -[- 1 , waardoor die formule 
onmiddellgk geeft voor een willekeurigen />^®° driehoek van 
den keten: 

p m — p 

Ai+i ^p = Afn-p^i 7 k Ai ajc + Ap \k Ajc aw-^+i = 

1 1 

p — 1 m — p-^-^ 

= -4to— p+i %J Ajc ajc + Ap \j Ai a«_;t+i = Ap Am—pj\r'^ ap --|- 
1 1 

p — 1 m — p r 
+ Ar^pj^\ y k Aj, aj, -\' Ap y k Ajc Om-i^+l (2) 

1 1 

Meer in het bgzonder voor de beide uiterste driehoeken heeft 
men hieruit 

M HI 

-4^-1-1 «i = 7 k Ak a»-*-|-i en -4^+1 ^m = 7 \ Ak a^. 

1 ] 

In overeenstemming met den aard van een driehoeksketen 
zgn deze verschillende formulen geldig voor alle waarden van 
het aantal m, te beginnen reeds met m=l. 
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Opdat het bgzondere geval voorkome , dat alle m onbeken- 
den Xp onderling gelijk, bg voorbeeld gel^k a, zijn, moeten, 
zooals de vergel^kingen van den keten ODmiddell^k leeren, 
a^=an = 2a en alle overige ajK^2tot m-i) = ct wezen. De 
formule (2) geeffc voor dat geval, indien men door dezen 
gemeenschappelyken factor a deelt en tevens in het vierde 
lid den eersten term voor de helft onder den tweeden en 
voor de wederhelft onder den derden term opneemt , A^^i = 

2 

m — p p — 1 

-\-S\aX Hierin is i Jp+2^i + VJ ^1^ = 2 + 

2 2 

p-\ 

+ o ' o (2 y^ 8in2k»-\'9in2p»] = 2-\- ^r—, r-^- • 

' 2 8in2a\ jLmd J 2stna.8tn2x 

2 
p-1 




k (cos {2 k — I) X — C08{2 k-]- 1) ») -{- sin » . sin 2 p a\ = 

2 

= 2 + -. — r-^ \cosSa-'C0s(2p'- I)a4-sin»,sin2p»l= 

4 stn^ a,C08 ot \ r / i r } 

3 , cos2 X cos2p a . , . , _ 3 

= 2 + Jliii^ - 47^' ^'*8een ach wegens cob2»=^ 

en 4 si'n} « = — 1 herleidt tot cos 2p a. En vervangt men in 
deze uitkomst p door m— p-(-l, dan blgkt de vorenstaande 
formule voor Am^\ bg vermenigvuldiging met sin 2 a naar 
behooren over te gaan in eene identiteit, namel^'k in 
sin 2 (m -[- 1)» = sin 2(m — p-h "i) x . cos 2 p a -\- 
-\-sin2p X .co8 2(m — p-\-l) x, 

11. Driehoekskring, 

Voor een kring van m driehoeken — hetzy een voile kring 
(Fig. 2a), in welk geval m ^ 3 moet wezen — hetzg een hoUe 
(Fig. 26) , als wanneer er minstens drie driehoeken moeten 
z^n om de buitenruimte , en minstens drie andere om de bin- 
nenruimte af te sluiten , dus m ^ 6 — kan men steeds , door 

N. A. V. W. DL XIX. 11 
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q=zq' =sm te nemen en dus van uit eenigen driehoek p van 
den kring in beiderlei zin geheel rond te gaan, de weder- 
zgds aansluitende driehoeken p — q en /> + y' van het in 
het algemeen beschouwde stelsel ieder weder met p zelf doen 
samenvallen. Lettende, dat dan ook iedere andere willekeurige 
driehoek k dezelfde is als k — m.en als k-{-m (en dat dus 

zoowel Xk-m = ^k-\-m = ^k als <**— » = «*■+.»» = o* wordt), gaat 
op deze wgze de grondformule (1) dadelgk over in eenever- 
gel^king ter bepaling van de ^ene onbekende Xp, namel^k 

m m — 1 

2* — ^ ^^ = \ A: Ak Of+k + /^ Ak Up^k' Hierin is voor- 



4» 

1 1 

eerst ^^--/^- = fj^ -2 ^ 2 {cos 2 m .-!) = 
Am stn ^m » 

= — 4 sin^ m % , terwgl ten andere de tweede S-term , na 

daarin (hetgeen J.© == toelaat) de benedengrens 1 in ver- 

anderd te hebben, te schrgven is (door de willekeurig ge- 

kozen notatie k te vervangen door m — A) onder den vonn 

Amr^k «!>+*» waardoor het geheele tweede lid den meer 




beknopten vorm y k (Ji + ^m— *)«p+* aanneemt; en daar 

1 

, . . - A ^ A 5iw 2 A « 4- «m 2 (m — lc\» 
hienn weder A^ -f ^«-* = . ^ — = 

2 sin m a , cos {m — 2 k) x 



sin 2 a 



wordt, verkrggt men, deelende 



door — r— ?s > als oplossing voor den driehoekskring de formule 

sin2x 

— 2xp sin 2 X , sin m X = Xp \cos {m -^ 2) X — cos{m — 2)x\ = 

m m — I 



= \ * ap^k cos {m—2 k) a z=^ ^ k Qp^k cos (m — 2 k) a = 




1 

m « — I 

= 2_\ ^p—* ^^* (m— 2 A) « = 2_^ ^— * cos{Tn — 2 k) a; . (3) 
1 
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waarin namel^k hot tweede lid slechts werd ingelascht om 
ook den coefficient van Xp uitsluitend in gel^ksoortige cosi- 
nussen uit te drukken, als in alle verdere leden voorkomen ; 
terw^l het vierde lid uit het derde, en evenzoo het zesde 
lid uit het vgfde, kwam, doordien daarin telkens de termen 
voor k = m en voor i = onderling gelgk waren ; en ein- 
delijk het vgfde lid uit het vierde, of ook het zesde lid uit 
het derde, mocht worden bggeschreven door als zoo even 
de notatie k weder te vervangen door m — k. 

In het b^zondere geval, dat alle m driehoeken van den 
kring eene zelfde gegeven waarde a hebben, voldoet ook 
deze zelfde waarde voor ieder der m onbekenden x. Dit wordt 
naar behooren door de formule (3) bevestigd, die dan bg 
deeling door deze a overgaat in — 2 sin 2x . sinm x = 

m an 

== ^ k co8{m — 2 4) « = -^ — - — \ k t «m (m — 2 i -f~ 1) * — 



2 sin » 
1 1 

—-mt (m— 2 k—Vi a,\ = -—, — [sin (m— 1) «— «in(--m — !)«! = 

2sin» ' ^ ' ^ 

sinmx, cos a 



waarin namelnk het quotient van het eerste 
sin » 

door het laatste lid, dat is — A:sin^»^ werkel^'k gel^k aan 

de eenheid is. 



III. Driehoeksketen met zijdelings aansluitende driehoeken. 

Stelt men zich een keten , weder van m driehoeken (a?, a), 
voor — waarvan n willekeurige , door de rangnummers 
Pk(k=itotn) aangeduide, driehoeken ieder bovendien een zgde- 
lings aansluitenden , ,en dus niet tot den eigenl^'ken keten 
zelf behoorenden, driehoek vertoonen, al welke zgdelingsche 
driehoeken ondersteld worden overigens geene verdere aan- 
sluitingen onderling of met anderen te hebben — dan duide men 
bg voorbeeld voor den zgdelingschen driehoek van iederen 
driehoek pk het te vinden getal door y en de gegeven 

waarde door b aan. Terwgl dan voor al die m — n drie- 

hoeken van den keten, die geen zigdelingschen driehoek heb- 
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ben, de boven gebezigde vergelgkingen volkomen onveran- 
derd blgven , is daarentegeD thans voor ieder der n driehoeken 
p van den keten , die wel een z^delings aanslaitenden heb- 
ben , de vergelgking te schrgven onder den vorm — Xp^\ + 
-\-^ Xp — a?p^.i = ap + y^, en geldt tegelgkertgd telkens voor 
dien b^behoorenden z^delingschen driehoek zelf de vergel^- 
king 3 y^ — Xp = bp, Hieruit blgkt, dat men van het geheele 
sub I gebezigde stelsel van m vergelgkingen voor den enkel- 
voudigen keten kan overgaan tot het thans benoodigde stelsel 
voor den zgdelings aangevulden keten, door ieder der n voor 
de aangevulde driehoeken gegeven waarden a^ (maar ook 
geene andere) te vervangen door de overeenkomstige 
ap-\-yp^ of wat, yp elimineerende , hetzelfde is, door y^^-f- 
"h (S "4" T ^p)* ^^^ ^^^^ ^®* oplossen , even goed als voor het 
opstellen, van het tegenwoordige geval moet dus deze ver- 
vanging, aan te brengen in de voor het geval I gevonden 
oplossing, toereikend z^n; en van daar dat men — door die 
vervanging toe te passen in ieder der n vergelgkingen , die 
(de m — n overige almede in de formule (2) vervatte ver- 
gel^kingen voor een oogenblik daargelaten) de algemeene 
formule (2) van den driehoeksketen met name geeffc voor de 
n driehoeken met zydelingsche aansluiting — dadel^k n ver- 
gel^kingen verkr^'gt ter bepaling van de n onbekenden 
X ; terwul, deze gevonden znnde, de substitutie van 

Pk{k=\ totn) 

ieder dezer Xp in de overeenkomstige zoo even verkregen uit- 
drukking \ ^p -\' {p.p -\' \ &p) de waarde aangeeft, die men voor 
den b^behoorenden driehoek pjc als de oorspronkelgk gegeven 
waarde te beschouwen heeft, om door ieder der even bedoelde 
m — n overige in (2) vervatte vergelykingen rechtstreeks de 
onbekenden ook voor de m — n niet aangevulde driehoeken 
te berekenen ; zgnde voor ieder der n zgdelingsche driehoeken 
zelve tegelgkertgd de onbekende yp = \ {xp -[- bp) gevonden. 

Even wel, de n vergelykingen , waarvan op deze wgze de 
oplossing der n onbekenden x afhangt, bevatten ieder voor 

Pk 

zich al die onbekenden , en de oplossing kan dus allicht vrg 
bewerkelgk worden. In den regel zal dan ook waarschijnlgk 
de oplossing van dezelfde onbekenden door middel van n 
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vergelgkingen , die ieder slechts drie dezer onbekenden ver- 
toonen , gemakkelijker vallen ; en zoodanige vergel^kingen zgn 
voor ons geval rechtstreeks op te stellen door — in plaats van 
tot de formule (2) voor den enkelvoudigen keten in zgn 
geheel — terug te treden tot de algemeene voor ieder wille- 
keurig gedeelte eener driehoeksreeks geldende grondformule 
(1). Past men deze formule namel^k toe op het geval, dat 
voor de drie driehoeken p — ?»/>>/> + ?' — wier onbekenden 
de eenige daarin voorkomende zgn , terwyl de voor de beide 
uiterste dezer driehoeken gegeven waarden a^_j en a^^^' er 
in ontbreken — thans drie op elkander volgende van de n 
driehoeken p^ met zgdelingsche aansluiting genomen worden ; 
dan is ook in deze formule weder geene andere wgziging 
noodig dan de vervanging van de thans enkele daarin voor 
een aangevulden driehoek voorkomende Up door a^, + 3/^9 , dat 
is door |^|, + («p + |*i>). Deze vervanging bg voorkeur be- 
werkstelligende in het vierde lid, alwaar de term a^ reeds 
zelfstandig optreedt, heeft men alzoo te schrgven 

— Aq' Xp^q + {^g^-q' — T ^? ^q) ^P — ^q ^p-{-q' = ^q A' i^P + T ^i?) + 

q—l q—l 

+ Aq' y^ Ak ap-q+k + Aq ^1: Ajk ap+q'-k; . . . .(4) 

1 1 

en ziedaar dus het algemeene type dat n-maal gebruikt moet 
worden, door daarin namelgk voor de drie rangnummers 
iP — ?» P' P + ?0 achtervolgens te nemen (0, p^^ p^) en 
(Pi» P2» Pa) ®^ ®^^' ^* (P»— 1? Pn^ ^-\-^i ten eindenver- 
gelijkingen ieder met drie opvolgende van de evenzeer slechts 
n onbekenden x„ te verkriigen, daar toch de beide 

Pi(i = ltotn) ° ' 

uiterste, Xq en x^+i^ van te voren gelgk nul bekend zgn. 
Ook hier evenwel schynt de algemeene oplossing van dit 
stelsel bezwaarlgk in den vorm eener beknopte formule ge- 
bracht te kunnen worden. 

De zaak vereenvoudigt zich, wanneer alle rangnummers j?^ 
der zgdelings aangevulde driehoeken — met voor- en achter- 
voeging der rangnummers en m + 1 van de wederzijds 
ontbrekende driehoeken — opvolgend gelgke verschillen g' = g'' 
hebben , in dier voege dat steeds pj^ = kq en bovendien 
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m + 1 = (n -f 1) ? is. In dat geval toch gaat de typische 
vergelgking (4) bg deeling door Ag over in — Xp.^ + 

^ 1 

en geeft dus (weder lettende op a!Q = en x^^i = 0) n ver- 
gelgkingen met n onbekenden a, _ , maar thans wegens 

de standyastigheid van q alien met dezelfde coefiScienten ; en 
— daar bovendien dit stelsel van n vergelgkingen zich van het 
sub I opgeloste stelsel van m vergelgkingen —Xp^i-^ 9 Xp — 
Xp^i = Qp (voor JO = 1 tot m) voor den enkelvoudigen keten 
(aldaar was evenzeer .2?o = en .2?m+i = 0) in wezenlgk- 
heid slechts onderscheidt , doordien de aldaar heerschende 
getallencoefficient 3 thans door den meer samengestelden 



A 



M 



— \ Ag vervangen is , en doordien ook de tweede leden 

Ag 

thans andere bekende waarden hebben — kan de formule (2) 
geacht worden ook voor den nu bedoelden regelmatig aan- 
gevulden keten de oplossing te bevatten, mits men de daarin 

S9n ^ fc QL 

voorkomende coefficienten -4^= . ^ — vervangt door dezelfde 

sin £i X 

f unctien van een , niet als boven door 2 co« 2 « = 3 , maar 

A 
thans door 2 cos 2 «' = —~ — \ Ag bepaalden hoek x\ en 

mits men gelgktgdig de noodige wgzigingen in de oor- 
spronkel^ke gegevens a aanbrengt. 

Heeft, nog meer in het bgzonder, ieder der m driehoeken 
van den keten een zydelings aansluitenden (maar overigens 
steeds op zich zelf staanden) driehoek , en is dus 9 = 1 en 
m = {n-\-l)q — l=n, dan wordt de typische vergelgking 
— ^p_i + I ^j, — ^^+1 = «p + 4 ^jB? zoodat dan, om onmiddellgk 
de formule (2) te kunnen toepassen, daarin slechts iedere A 
door de overeenkomstige bg 2 cos 2 «' = | behoorende en iedere 
a door de overeenkomstige a + ^6 te vervangen is. 
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IV. Driehoekskring met zijdelinga aansluitende driehoeken. 

Dit geval — onverschillig of de driehoekskring een voile 
of een hoUe is, en onverschillig welke van de aansloitende 
driehoeken in deze laatste onderstelling aan den buiten- en 
welke aan den binnenkant van den kring liggen, mits maar 
weder steeds alle aansluitende driehoeken overigens op zich zelve 
staan — verhoudt zich om zoo te zeggen tot dat van den 
enkelvoudigen driehoekskring gel^'k het zoo even behandelde 
geval III tot dat van den enkelvoudigen driehoeksketen. Wg 
achten dan ook thans eene herhaalde uitvoerige bespreking 
minder noodig, en bepalen ons tot de aanw^zing dat — 
juist w^l een driehoekskring eene in zich zelf wederkeerende 
driehoeksreeks is, waarvan dus de eerste en de laatste drie- 
hoek zich in wezenl^kheid in geen enkel opzicht van de 
overigen onderscheiden — in het algemeen de toepassing van 
de sub III uit de grondformule (1) afgeleide typische ver- 
gelgking (4) op ieder der n^ groepen van drie rondgaande 
op elkander volgende driehoeken pk{k=itotn) niet zgdelingsche 
aansluiting , — dat is de vervanging in (4) van de drie rang- 
nummers ip — q,p,p + q) door (p., p^, pj en door {p^,p^, p^) 
en door enz. en door (/>»-2, pn-i, Pt) en door (jc»,^-i, />«, p^) — 
weder n vergelykingen , ieder met slechts drie opvolgende 
van de n onbekenden x , zal opleveren, wier op- 

lossing daarna ook alle overige onbekenden doet vinden. 
By gel^kmatige verspreiding van alle aangevulde driehoeken 

over den geheelen kring (zoodat steeds pk = k (7 is, zgnde 

n 

C eene standvastige) is ook hier rechtstreeks van de for- 

mule (3) voor den enkelvoudigen driehoekskring, behoudens 

behoorlyke vervanging, gebruik te maken. Hebben bg voor- 

beeld alle m driehoeken van den kring een aanvullings- 

driehoek , dan is in (3) de door 2 coa 2 « = 3 bepaalde a te 

vervangen door de door 2 co« 2 ^' = 5 bepaalde a', en iedere 

a door de overeenkomstige a-j-jb. 
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V. Voile driehoekskring met huitenkring, 

Heefb men (Fig. 3) een voUen kring van m driehoeken 
(waarvoor weder de onbekenden door a en de gegevens door 
a bl^'ven aangeduid) en is deze geheel omsloten door een 
buitenkring (voor wiens driehoeken de onbekenden genoemd 
worden y en de gegevens 6), dan sluiten aan drie willekeurige 
opvolgende driehoeken (a?, a)p^i , {x, a)p , {x, a)p^i van den 
binnenkring bg voorbeeld de drie driehoeken (y, b)p^g , (y, bp)^ 
(y, b)p^q' van den buitenkring aan ; tusschen den eersten en 
den tweeden waarvan dus nog een willekeurig aantal q — 1 , 
evenals tasschen den tweeden en den derden een willekeurig 
aantal q' — 1 driehoeken van dezen zelfden buitenkring liggen. 
Denkt men zich nu voor ieder dezer {q — 1) + W — •"•) 
tusschenliggende driehoeken en voor den driehoek (y, 6)^ zelf, 
die hunne beide groepen scheidt, de vergelgking nederge- 
schreven , waaraan z^' moeten voldoen, dan onderscheiden deze 
9' "h 9'' — 1 vergelgkingen zich in niets anders van de even 
zoovele voor de in den aanhef beschouwde driehoeksreeks , 
waaruit de grondformule (1) werd afgeleid, dan in de ver- 
vanging van iedere ^ en a van toen door de gelgkiiamige 
y en 6 van thans, — behoudens alleen dat voor den driehoek 
(y, 6)^, zgnde de eenige van de thans beschouwde buitenreeks, 
die door drie in plaats van door twee driehoeken omgeven 
is, en waarvoor de vergelgking alzoo luidt — y^_i -\-^yp — 
— yp^i ==^Xp-\-bp, de gegeven ap van vroeger niet door bp , 
maar door Xp + bp behoort vervangen te worden. En men is 
bggevolg in de gelegenheid ook voor het nu bedoelde geval 
de grondformule (1) dadel^k van toepassing te maken, door 
daarin de omschreven vervangingen aan te brengen. Doet 
men dit, liever dan in haar tweede of derde, in het vierde 
lid, en vult men gelgktgdig in het nieuwe eerste lid de uit 
de driehoeken (a?, a)^,— i, (a?, a)p, (a?, a)^+i voortvloeiende waarden 
yp_j=— .r^_2+3^p-i— .»p — a^_i, yp=~^p-i + 3a?p— .'C^+i— a^, 
yp+q' = — Xp-^3xp^i — j!p^2 — (^p-\-i in> dan verkrggt men als 
type van de vergelgking, waaraan thans de onbekenden x van 
eene willekeurige groep van vyf opvolgende driehoeken p — 2, 
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p — 1, p, />+l, p + 2 van den voUen binnenkring blgken 
te moeten voldoen: 

— A^' ( — Xp-^ + 3 Xp^i ^ Xp — a^_i) + -4j^.g'( — Xp^i + 
+ 3 a?p — Xp^i — a^ — Aq ( — Xp-\-^ ^pH-i — ^ij+3 — «ij+i) = 

q-\ g'-l 

= Ag Aq' {xp+ bp) + Ag^yic Ak hp^^jc+A^^\ Ak bp+q'-k . . (5) 

1 1 

Door alzoo eene dergelgke vergelgking neder te schrijven 
voor ieder der m groepen van vyf zulke opvolgende driehoeken, 
die b^ volledigen roudgang van den binnenkring z^n te 
vormen, beschikt men over m vergelgkingen, bevattende ieder 
v^f opvolgende der gezamenl^ke m onbekenden x, en is men 
(op deze wgze alle buitendriehoeken geelimineerd hebbende) 
in staat hieruit deze m onbekenden op te lossen. En dit ge- 
daan z^nde , heeft men in bet tweede lid der reeds beschouwde 
vergel^king — yp_i + 33/^— y^+i =Xp-\-bp van ieder der m 
aan een binnendriehoek aansluitende buitendriehoeken, zooals 
iy,b)p, slechts telkens de voor de bgbehoorende Xp gevonden 
waarde in te vallen, om het geheele stelsel van alle, zoowel 
aansluitende als niet aansluitende, buitendriehoeken te kunnen 
beschouwen als een op zich zelf staanden driehoekskring, die 
dan in z^n geheel rechtstreeks volgens de sub II ontwikkelde 
formule (3) is op te lossen, 

Desverkiezende kan men 00k, op soortgelgke wgze als 
zoo even de gezamenl^ke m binnendriehoeken , die m buiten- 
driehoeken oplossen , welke ieder aan een binnendriehoek 
grenzen. Had men namelgk in de gevonden typische verge- 
lgk]ng.(5) de oorspronkelgke notation yp—q, y^^ yp+q' aan- 
gehouden en deze vergelgking tevens door Aq Aq' gedeeld , 

dan ware zg te schr^ven geweest: — ^r^ M — ^a^ a — 

q—l q'—l 

■" ^'' = -^^ + *^ + 1" ]2 ^* *^-^+* "^ J"' 5} ^* *?+?'-*' 

en denkt men zich nu evenzeer de twee overeenkomstige 
vergelijkingeh nedergeschrevdb , waarvan de eerste voor de 
onmiddellgk voorafgaande groep van drie buitendriehoeken 
van de bedoelde soort, stel (y, 6)^_j_^„, (3/, 6)^-g, (y»*)i»» ^^ 
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verband met de onbekende Xp^i (en de tweede voor de eerst- 
volgende groep, stel (y, J)^, (jf^'b)p^q'i (y, 6)|,+j'+j", in verband 
met ajp^i) dezelfde beteekenis zoa hebben als deze vergel^king 
zelve voor de beschouv^de groep (y,b)p^q, Cy»^)p» (?» ^)p+?' ^^ 
verband met a}p ; dan is het , gelet op — Xp^i -\-3 Xp — Xp^i = 
= t/p + Op , duidelgk dat het drievoud van deze vergelijking 
zelve, verminderd met de som van de beide daaruit afge- 
schrevene , eene betrekking tusschen de w^{ opvolgende on- 
bekenden yp^-q^, yp-q, yp, yp+j', yp+q'+q" van de thans 
bedoelde soort zou geven; van welke betrekking ter recht- 
streeksche berekening van deze m onbekenden hetzelfde gebruik 
ZOQ z^n te maken als zoo even b^ de betrekking (5) voor 
de m onbekenden x werd aangegeven. Evenwel, dezetypische 
vergeligking in y sch^nt nog wel zoo samengesteld als de 
overeenkomstige (5) in x. 

De opmerking moge bier nog eene plaats vinden dat, als 
de binnenkring slechts uit m = 5 driehoeken bestaat, de vgf 
vergelgkingen, die het type (5) levert door daarin opvolgend 
jt? =^ 1, 2, 3, 4, 5 te nemen , ieder alle vgf onbekenden ^j, x^^ 
a?3, d?4, x^ bevatten; dat daarentegen voor een binnenkring 
van slechts m = 4 driehoeken wel het type (5) zgne geldig- 
heid behoudt , maar daarin telkens Xpj^^ = ^(p+2)— «» = Xp-2 
wordt , zoodat dan de vier van dat type te maken toepassin- 
gen ieder, in plaats van vgf, slechts de vier voorhanden 
onbekenden ^j , x^y ^3 , ^4 vertoonen ; dat evenzeer , als de 
binnenkring niet meer dan het minimum van m == 3 drie- 
hoeken heeft — en dus telkens zoowel Xp^\ = ^(p^i)_« = Xp^% 
als Xpj^ci = X(^pj^2)-m = »^p— 1 is — de drie toepassingen, die het 
type (5) alsdan oplevert, en in ieder waarvan de drie alsdan 
aanwezige. onbekenden ^j, x^^ x^ voorkomen, voor de bere- 
kening van deze onbekenden voldoende zijn. 

VI. Driehoeksketen met huitenkring, 

Wg zullen ons hier bepalen tot het geval, waarin (Fig. 4) 
de beschouwde keten, doordien al zyne m driehoeken een 
gemeenschappel^k hoekpunt hebben, en das al zgne vr^e 
zigden aan den buitenkant liggen,. niet anders dan een ge- 
deelte van een voUen driehoekgkriag is. Een dergelgke keten 
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nu wordt ondersteld geheel door een baitenkring van drie- 
hoeken ingesloten te z^n. Laten de driehoeken van den ke- 
ten, te beginnen met een zgner beide einddriehoeken , weder 
door (»t?, a)j, (.r, 0)2, . . . , (•»,«)«,_! tot (.», a)^ worden aange- 
duid , en de rangnummers van de aan dozen aansluitende 
driehoeken van den buitenkring door />o, pii P21 • • •> Pm-i? 
Pm3 Pm+i^ in dier voege, dat hiervan p^ en p^ beiden sluiten 
aan den eersten binneudriehoek (a?, a)p verder iedere jE>^aan 
den gelgknamigen {se , a)k , eindelyk p^^ en pm+i weder beiden 
aan den laatsten binneudriehoek {a, a)^] wat onbekenden 
en gegevens betref t , worden dan deze m + 2 aan den bin- 
nenketen aansluitende buitendriehoeken weder door (y, b)p^ , 

(2/1 %. » (j/i f>)p.y ... 1 (y» 6)^„_. J {y^ f>)p^, (yi 6)^«+. voorgesteld; 
de niet aansluitende buitendriehoeken trouwens evenzeer door 
(y^b), maar met b^voeging telkens van de tusschen de op- 
volgende p liggende rangnummers. Voert men nu nog voor 
de verschillen dezer opvolgende p de notatien po.i=JK?i— /?o» 

Pl.^=P2—PlJ •••> i^m-m+l = P«+l — />m CU (als if het gC- 

heele aantal driehoeken van den buitenkring is) pm-\-i.Q = 
= M-\-pQ — pjn+i in , dan geeft de toepassing der grond- 
formule (1) op ieder der w + 2 groepen van drie op elkan- 
der volgende buitendriehoeken p^^ tot p^+i deze m-\-2 ver- 
gel^kingen, namel^'k: 

^po.iypm+i \ ^Pm+i.9+po.i ypo -^Pm+1.0 ypi = 

= Am+x,o ^f 0.x (•»! + f>pj + Ap,^, \k At bp^^^^Jc + 



Po.i — ^ 
1 

""-^I'l.i yvo "I -^i»o.i+i>i.i ypi~~^P9.x ypt = 

Po.x--^ 
= Ao.x ^P..^ {^l +hx) f ^Px.^ ^ ^*Po+* + 

1 

X 
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^PM.m+1 VPm-x + -^p»-l.«+l»«.«+l yPm ^Pm-i.i^ 2/Pm+i 

1 

1 

Pm.m+1 — I 

1 

/>m + i.o— 1 

1 

waarby w^l op te merken valt, dat in de eerste en in de 
laatste de regelmatige gang (dien men overigens in alien 
deele aautreft) in zooverre verbroken is, dat aldaar in het 
tweede lid — in verband trouwens met het ontbreken van de 
onbekenden jsq en Xm+i — in plaats van Xq -|- bp^ en van 
^m+i + &p„+i staat ^j+6j,„ en a!„^-{-bp^_^^. De m binnendrie- 
hoeken, ieder op zich zelf beschouwd, geven bovendien de 
m volgende vergelgkingen : 

yp. = — ypo + ^^i — ^2 — ^i^ 

yp% ^^ ^1 H" ^ ^2 "^ ^3 ^2 ? 



ypn.-^ = — ^«-. + 3 ^^_, — ^„ — a,_. , 



ypn. = — -^.-x + 3 ^« — yp^+, — a^; 
waarvan evenzeer de eerste en de laatste in dit opzicht ^an 
alle overige onderling gelijkvormigen afwgken , dat zij in het 
tweede lid, in plaats weder van de ontbrekende Xq en ^m+i, 
vertoonen de onbekenden yp^ en yp„^_,. In het geheel beschikt 
men dus thans over (m4-2)-[-m = 2m4"2 vergelykingen 
tusschen de m onbekenden x^ tot ^^ en de m + 2 onbekenden 
ypo ^* ypm+i » ®^ ^® oplossing van deze vergelijkingen zal 
in den regel wel het geschiktst plaats hebben door de waarden 
van yp^ tot y^^ volgens de m laatsten te substitueeren in de 
m-\-2 eersten , die dan alleen de twee onbekenden y^^ en 
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yp^^j en de m onbekenden .2?^ tot Xm bevatten (en wel in den 
regel ieder vijf opvolgende van deze .2?) ; welke m -j- 2 onbe- 
kenden gevonden zijnde, dan 00k de m overige onbekenden 
yp^ tot yp^ bepalen. Tevens worden, door ieder der gevonden 
x^ tot Xm te substitueeren in de vergelgking van den over- 
komstigen aansluitenden buitendriehoek — dus x^ zelf zoowel 
in de vergelgking van p^ als in die van pjj, en .2?«, zelf zoo- 
wel in pm als in pm-[.i — de vergelgkingen van de gezamen- 
l^ke M driehoeken van den buitenkring, zoowel aansluitende 
als niet aansluitende, alien gebracht in den vorm voor een 
sub II beschoawden zelfstandigen driehoekskring ; zoodat ten 
slotte alle nog ontbrekende tusschen-onbekenden y volgens 
de aldaar opgemaakte formule (3) kunnen worden berekend. 

Bestaat de beschouwde keten slechts uit m = 1 driehoek , 
namel^k {x, a\, dan heeft men te gebruiken de beide uit- 
zonderingsvergel^kingen , namel^k de eerste en de laatste, 
en de alsdan eenige tusschenvergel^king van bet zoo even 
nedergeschreven eerste stelsel van m-\-2 vergelgkingen , terw^l 
het tweede stelsel , van m vergelgkingen , zich dan inkrimpt 
tot de enkele vergelijking — y^^ — y^, — y^, + 3 ^^ = a^ die 
nu, slechts e^ne onbekende van de soort x bevattende, in 
dubbel opzicht een uitzonderingsvorm heeft: in het geheel 
dus vier vergelgkingen metde vier onbekenden ^i,yp^,ypj,yjj,. 

Heeft de bedoelde keten slechts m = 2 driehoeken , {x, a\ 
en (a?, 0)2 , dan gelden de beide uiterste en bovendien twee 
tusschen-vergelgkingen van het eerstgenoemde stelsel, alsmede 
de beide uiterste vergelykingen van het tweede stelsel; en 
deze zes vergel^kingen bevatten weder geene andere dan de 
zes onbekenden a!^, x^,yp^,yp,,yp,,yp,. 

VII. Kring van driehoekskringen. 

Hier wordt (Fig. 5), een samenstel van n voile driehoeks- 
kringen bedoeld, die in rondgaande volgorde twee aan twee 
volgens eene gemeenschappelyke zijde aaneensluiten ; al welke 
aansluitingsz^den op een aan al die kringen gemeen hoekpunt 
uitloopen. Voor de berekening van dit samenstel schgnt het 
nog wel zoo geschikt, in plaats van van de grondformule 
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(1) zelve, uit te gaan van de eerste der beide formulen, 
waaruit deze door eliminatie van de onbekende Xp^i werd 
afgeleid, namel^k van de formule 

1 

die trouwens, zooals toen reeds werd opgemerkt, als bg- 
zonder geval g^' = 1 in (1) vervat is. Laten namelgk in 
een willekeurigen van de n driehoekskringen , dien men 
b^ voorbeeld als den eersten kan beschouwen , de onbeken- 
den voor de beide driehoeken, waarmede deze kring aan 
den voorgaanden of n^*" en aan den volgenden of tweeden 
kring aansluit, ter onderscheiding door X^ en X!^ worden 
aangeduid, en laten X^ en X^, X^ en Z'g, enz., X, en X» 
voor de verdere driehoekskringen de overeenkomstige beteekenis 
hebben , dan komen — gesteld dat de genoemde eerste kring 
uit m -|- 1 driehoeken bestaat — de w vergelgkingen voor den 
tweeden (dat is , op X^ volgenden) tot en met den (m -J- 1)"* 
of laatsten (dat is X\ zelf ) van deze driehoeken geheel onder 
deuzelfden vorm voor als de q vergelgkingen (namelgk A = 1 
tot q)^ waaruit in den aanhef van dit opstel de zoo even aan- 
gehaalde formule tusschen Xp^q , Xp en Xp^i werd afgeleid ; 
behoudens alleen dat voor dien laatsten driehoek X^ zelf — 
zgnde de eenige van de m thans beschouwde, die, behalve 
aan den onmiddell^k voorgaanden en volgenden driehoek 
(m**° van den eersten , en eersten van den tweeden driehoeks- 
kring), nog bovendien weder aan den allereersten driehoek 
Xj sluit — de vergel^king juist uit dien hoofde in haar 
eerste lid nog den term — X^ bevat, en dus alleen dan met 
de laatste {k = q) der vroeger gebezigde vergelgkingen ge- 
l^kvormig blijft, wanneer men (dezen term naar het tweede 
lid overbrengende) voor dit lid, in plaats van alleen de voor 
den genoemden laatsten driehoek X^ gegeven waarde ap, 
thans leest a^-j-X^. Op deze w^ze alzoo de overeenstemminfj^ 
van de vroeger gebezigde q vergel^kingen met de thans om- 
schreven m vergel^kingen verzekerd hebbende , mag men dan 
ook thans dadelgk van de bovenstaande (toen als uitkomst 
gevonden) formule gebruik maken, waarin dus in het eerste 
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lid de vroegere drie onbekenden x^^^^ Xp en Xp^\ te vervangen 
zgn door Xj, X\ en X^ en het aantal q door w; terw^l het 

tweede lid \^ Ak a^,— j+jt , wiens laatste term A^ a^ zooals 

1 
gezegd overgaat in -4^ (a^ -|- ^i) » mitsdien eene vermeerdering 
met Aq Xj ondergaat en — als men bg voorbeeld door S^ 
yerstaat de uitslaitend van de gegevens a van den thans 
beschouwden tweeden tot en met (m + 1)*" driehoek van den 
eersten kring af hangende waarde, die dit lid anders zoa hebben 
— door aSj -|- A^ Xj behoort te worden voorgesteld. Deze 
verschillende waarden invullende en tegelgkertijd den alsdan 
laatsten term A^ Xj weder voor het gelgkteeken brengende , 
is hiermede de in het tegenwoordige jgeval tusschen de drie 
op elkander volgende hoofdonbekenden X^, X'j en X^ gel- 
dende betrekking — {A^ -\-\)X^-\- A^^\ X\ — AmX^ = S^ 
gewettigd, en beschikt men, door deze rondgaande toe te 
passen voor den eersten met tweeden , voor den tweeden met 
derden , enz., voor den laatsten met eersten driehoekskring , 
das reeds over n vergelgkingen tusschen de gezamenl^ke 2 n 
hoofdonbekenden X en X; terwgl de opmerking voor de 
hand ligt dat men, om de nog vereischte n andere verge- 
l^kingen tusschen deze zelfde onbekenden te verkr^ gen, slechts 
den zin van rondgang heeft om te keeren, waardoor b^ 
voorbeeld, in de plaats der zoo even neergeschreven betrekking 
tusschen Xj, X^ en Xo, eene overeenkomstige in X\y Xj en 
X\ treedt , enz. Evenwel , uit deze 2 7i vergelijkingen laten 
er zich ook n afleiden, die uitsluitend de b^ n gelykstandige 
driehoeken der kringen behoorende n onbekenden X bevatten , 
en dan natuurl^k met gelgk recht ook n vergel^kingen be- 
vattende geene andere dan de n overige onbekenden X. 
Want, bestaat bg voorbeeld de tweede driehoekskring uit 
m! -\-l driehoeken , dan schr^ft men uit de gevonden betrekking 
onmiddellgk de overeenkomstige —{Am' + 1) X^ + A^'^i X^ — 
—-4^' X3= Sj? ®^ ^* ^®2e door omkeering van den zin van rond- 
gang de betrekking - (A^' + 1) X^ + -4^+1 X^ - A^' X^ = 5'^ 
af — wanneer namelgk S^ in rechtstreekschen en S'^ in om- 
gekeerden zin op dezelfde w^ze van de gegevens van den 
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tweeden kring afhangen als S^ van die van den eersten kring — ; 
en denkt men zich nu, dat de waarde van JC^ uit de eerste 
en die van X^ uit de tweede der drie thans 70orhanden 
betrekkingen gesubstitueerd worden in de derde — welke 
substitutie zelve wij echter in het algemeen , met het oog 
op de eenigszins samengestelde coefficienten, die z^ oplevert , 
niet werkelgk uitvoeren — dan is het duidelyk, dat eene 
betrekking tusschen de drie opvolgende gelyksoortige onbe- 
kenden Xj, X^ en X^ komt, die eensdeels als type kan dienen, 
waaruit verder nog n — 1 dergelgke betrekkingen tusschen 
Xj, X3 en X4 , enz. en tusschen X„ X^ en X^ zgn af te 
schrgven, en die anderdeels weder door omkeering van den 
rondgaanden zin tot een overeenkomstig type tusschen drie 
opvolgende van de n onbekenden X' leidt. AUeen voor het 
gelijkmatige geval, waarin ieder der n driehoekskringen uit 
hetzelfde aantal m-^-l driehoeken bestaat, schr^gven w^ de 
alsdan eenvoudiger uitkomst der evenbedoelde eliminatie van 
X\ en Xj tusschen de drie voornoemde betrekkingen neder: 
wg vinden daarvoor, door, nu m' = w is, de som der produkten 

van die betrekkingen opvolgend met 1 , — j^ — en 

te nemen en daarbij tevens te letten op 

.^ ^ sin^ 2 (m + 1) ^ — sin^ 2 a 

_ 8m \2{m-\-l)x — 2»\ sin |2 (m+ 1) g + 2 ^gj _ 
sin 2 a sin 2 a 

de betrekking _ (^„ + 1) X, + 1 3 (^.+i - A.) - 2 j X, — 



-(X+1)X3 = S,+ 



{Am + 1) iSj + -^m+l S'j 



En daar niet alleen in dit type zelf de beide uiterste der drie 
onbekenden Xj, X^, X3 met gelgke coefficienten — (-4»t-|-l) 
zgn aangedaan , maar bovendien thans bg rondgaande toepas- 
sing van het type alle coefficienten onveranderd blgven, blgkt, 
dat voor de uitrekening van den nu bedoelden uit onderling 
gelgkmatige driehoekskringen bestaanden kring party kan wor- 
den getrokken van eene soortgelgke opmerking als aan het slot 
zoowel van III als van lY werd gemaakt; en dat met name 
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die uitrekening kan geacht worden — bg behoorl^ke vervanging 
^n yan den oorspronkel^ken hoek a. ^n van de oorspronke- 
l^ke g^evens a — reeds in de sub II voor den enkelvoudigen 
driehoekskring medegedeelde formule (3) vervat te z^n. Althans 
voor zoover betreft de boven als hoofdonbekenden aangeduide 
onbekenden X, en dan natuurl^k evenzeer voor de hoofd- 
onbekenden X, dat is dus te samen voor al die driehoeken, 
die aan een naastliggenden kring sluiten. Trouwens, na het- 
geen vroeger in soortgel^ke gevallen daaromtrent is gezegd, 
achten w^ het thans minder noodig — hetzg in het bgzondere 
geval van n gel^kmatige of in het algemeene geval van n 
ongel^kmatige kringen — nog afzonderlgk stil te staan bg de 
berekening voor de overige, geene dergelyke aansluiting ver- 
toonende, driehoeken. 

De hier besproken handelw^ze geldt yoor alle waarden 
van n , te beginnen reeds met n = 2 , dat is das voor twee 
driehoekskringen , wel te verstaan als deze yolgens twee ge- 
meenschappel^ke op elkander volgende z^den aaneensluiten , 
en dns ook hier weder e6n gemeenschappelijk hoekpunt in 
het inwendige der voUedige figuur vertoonen. In dat geval 
bedraagt het aantal der, ieder doordrie driehoeken omringde , 
driehoeken slechts vier, met de vier hoofdonbekenden Xj, 
Xj, Xj en Xj, 

Had men daarentegen te doen met twee driehoekskringen, 
die slechts yolgens eene gemeenschappel^ke z^de aan elkander 
sluiten, en wier beide gemeenschappelgke hoekpunten dus 
niet in het inwendige maar aan den omtrek der figuur liggen , 
dan zouden deze twee kringen te samen , in plaats van weder 
een kring, nu het meest eenvoudige geval van een keten 
van driehoekskringen vormen. In de vergelgking voor ieder 
der beide driehoeken wederzgds de gemeenschappelgke zgde 
kan men dan de onbekende van den anderen driehoek weder 
in het tweede lid schrgven; zoodoende, door de formule (3) 
op ieder dezer driehoeken, beschouwd in zgn eigen kring, toe 
te pasaen, de onbekende van dezen driehoek in die van den 
anderen uitdrukken; en alzoo dadelgk een stelsel van twee 
vergelgkingen met deze twee hoofdonbekenden opstellen. Ook 
het geval van een keten van meer dan twee kringen , wanneer 

N. A. V. W. Dl XIX. 12 
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in ieder dezer kringen de beide driehoeken, waarvan de eene 
aan den voorgaanden en de andere aan den volgenden kring 
grenst, niet onderling aaneensluiten , zou in dozen zelfden 
geest te behandelen z^n. 

Vin. Twee driehoeksketens naast elkander. 

De beide hier bedoelde ketens worden ondersteld z66 met 
elkander samen te hangen (Fig. 6), dat eenige willekeurige 
driehoeken van den eersten keten ieder aansluiten aan een 
willekeurigen driehoek van den tweeden; zgnde daarb^ het 
geval niet uitgesloten , dat ook — hetzg aan het begin of aan 
het einde van de twee ketens — hetz^ aan het begin en het 
einde tegel^k — beider uiterste driehoeken een paar aaneen- 
slnitende zouden vormen. Voor zoover overigens de aanslui- 
tingsz^den niet alien doorloopend op elkander volgen , maar 
misschien hier of daar door zekere ruimten afgebroken z^n, 
alwaar de beide ketens op eenigen afstand van elkander 
blgven, worden dergelgke open ruimten, evenals in het in- 
wendige van ieen hoUen kring (Fig. 2b) het geval was, als 
niet door driehoeken bezet gedacht. De berekening van het 
thans bedoelde samenstel, althans het opstellen van zekere 
daartoe in aanmerking komende hoofdvergel^kingen , kan veel 
overeenkomst hebben met wat boven sub III ter zake van 
een z^delings aangevulden keten werd uiteengezet. Laat 
namel^k thans de eerste keten, als daar, bestaan uit m drie- 
hoeken {Xj a), waarvan er n, aangewezen door de rangnummers 
Pk ik=zi tot n)f de aan den tweeden keten aansluitende zgn; laat 
evenzeer de tweede keten uit mf driehoeken {x\ a") bestaan , 
waarvan dan een gel^k aantal n, aangewezen door de rang- 
nummers p\(k=itotn)j aan den eersten keten sluiten; de beide 
rgen pk en p^k in de figuur in denzelfden zin tellende, zal 
dan eene verdere onderscheiding van twee soorten of groepen 
van aanw^zers, bij voorbeeld k en k\ overbodig bl^ken, 
doordien elk paar driehoeken (a?, a) en {a\ a') , met gemeen- 

schappelgken aanwigzer k juist een aaneensluitend paar is. 
Ook nu vindt, evenals toen bg III, de grondformule (1) 
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weder eene doelmatige toepassing door voor de drie drie- 
hoeken p — q, p , p + ?'» waarop zg in Let algemeen be- 
trekking heeft, te nemen drie op elkander yolgende van de 
n driehoeken pk, behoorende tot den eersten en aanslaitende 
aan den tweeden keten: immers, w^l in deze formule de 
gegeven waarden ap.^ en a^^q' van de beide uiterste genoemde 
driehoeken niet optreden, en men alzoo niet behoeft te letten 
op de w^zigingen, die deze waarden anders b^ de beoogde 
toepassing (wegens de aansluiting van de thans bedoelde uiterste 
driehoeken aan den tweeden keten) zouden ondergaan — en w^l 
oyerigens alle tusschendriehoeken tot de niet aanslaitende 
behooren , terwgl de in het eerste lid der voor den middelsten 
driehoek p geldende vergelyking thans wegens diens aan- 
sluiting bgkomende term — x^p' in het tweede lid kan worden 
overgebracht — is in die formule (1) geene andere wgziging 
noodig dan de vervanging van de gegeven a^ door ap-\-Xp'. 
Het gemakkel^kst geschiedt die vervanging weder in het 
vierde, in plaats van in het iweede of het derde lid, van 
(1) ; en dit geeft de betrekking — A^' x^^ -[- J.^^.^' Xp — 

Aq Xp^q' Aq Aq' o! p' = Aq Aq' ttp -j- Aiq' /^ Ai a^-j^.jt -|- 



+ Aq 2_k -^* 0'p-\-q'-h tusschen de onbekenden voor elke drie 

1 
op elkander volgende aansluitingsdriehoeken van den eersten ke- 
ten en voor dien driehoek van den tweeden keten, die aan den 
middelsten van deze drie aansluit. Deze boven bedoelde hoofd- 
vergel^king kan nu n-maal worden toQgepast en wel — 
indien men weder (zooals ook sub I en sub III geschiedde) 
regelmatigheidshalve en voor een oogenblik de beide van te 
voren bekende hulpgrootheden a?o = en x^^j^i = voor de 
beide ontbrekende driehoeken invoert, die men zich wederz^'ds 
den eersten keten toegevoegd kan denken — door voor de 
vier rangnummers {p — q^ p, P'\-q\ p') achtereenvolgens te 
nemen (0, p^, p^, p\) en (p^, p^, p^^ p\) en enz. tot(p«_i, 
p^^ m-|-l, p\). Zoodoende verkrggt men n vergelgkingen , 
bevattende, juist omdat Xq en x^^i reeds bekend zgn, de 
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2 n hoofdonbekenden x Qn x' , van het 

^*(* = ltotn) -^*(* = ltotn) 

vraagstuk; terwgl het wel geene verdere toelichting zal be- 
hoeven, dat men, door de rollen der beide driehoeksketens 
te verwisselen, daaruit terstond nog n overeenkomstige ver- 
gel^kingen tusschen dezelfde onbekenden afschryft; zoodat 
de gezamenl^ke beschikbare 2 n vergelijkingen toelaten deze 
2 n hoofdonbekenden , en daaruit weder in voege als vroeger 
alle oyerige onbekenden, te berekenen. 

Opmerking verdient nog, dat men, nit de zoo even ver- 
kregen typische vergelgking tusschen drie op elkander vol- 
gende aansluitingsdriehoeken van ^en der ketens en den bg 
den middelsten behoorenden aansluitingsdriehoek van den 
anderen keten, ook eene typische yergel^king kan afleiden, 
die in het algemeen vgf op elkander volgende aansluitingsdrie- 
hoeken , maar nu uitsluitend van e^n der beide ketens, omvat. 
Men heeft b^ yoorbeeld eene bekende vergel^king tusschen 

(X X X x' ,\i maar dan evenzeer eene tusschen 

I Pk^V Pk* Pk^-V Pk) 

(X X X X . ^ Qxx eene tusschen fx x x 

V. Pk^%^ Pk-^V Pk'* Pk-lJ \ Pk^ Pk+V Pk-\-2^ 

x' . \y wederkeeriff ook nog eene tusschen fx' , x , x , 
X \ : het is dan duidel^k dat de eliminatie van de drie onbe- 
kenden x\ a! , x' , tusschen deze vier verffeKjkinffen 

Pk^V Pk^ Pk^l 6 J 6 

eene vergel^king tusschen de y^f opyolgende onbekenden 

X X XX J? zal leyeren. 
Pk^i* Pk^V Pk^ Pk+V Hjt^ 



Terwgl wig het in het algemeen b^ deze toepassingen I — YIII 
yan de grondformule (1) op yerschillende yormen yan drie- 
hoeksnetten zuUen laten, willen wy toch door een bepaald 
yoorbeeld doen uitkomen, dat , wanneer diezelfde yormen nog 
meer byzonderheden yertoonen dan wy in het yoorgaande 
onderstelden , de oplossing yan ons yraagstuk waarschgnlyk 
dikwgls op geschikte wgze nog yerder kan worden doorge- 
yoerd. Wg kiezen als zoodanig yoorbeeld het onder V be- 
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bandelde geyal van een yoUen driehoekskring met buiten- 
kring, maar thans in de onderstelling, dat deaantallen^— 1, 
(( — 1 , enz. der driehoeken , die telkens tusschen twee op- 
yolgende der aan den binnenkring aansluitende buitendrie- 
hoeken liggen — en welke aantallen yroeger ongel^k gedacbt 
werden — nu alien onderling gelgk zgn. Voor de meer re- 
gelmatige figuur, op deze wiyze door de standyastigbeid yan 
alle ? = ?'= enz. gekenmerkt, bl^kt dan bg deeling yan 
de bo yen yoor bet meer algemeene geyal yerkregen betrekking 
(5) door -4^ = -4j' — wanneer men daarby let op de yer- 

houding ■ ^."^^ = -p = , ^ ^ = 2 cos 2 o' « en teyens de 
Aq^ Aq 8in2q » 

gel^ksoortige termen b^eenbrengt, en ter bekorting t^del^k 

de notatie Bp= — a^^i + 2apC082q x — Up^i + -4j 6^ + 
g-l 

+ ^^.(ft,,,+. + ft,+,».) inyoert - als symmeirische ty- 

1 
pische yergel^king te gelden: 
(a?p_3 + ^^+2) '—{3-\-2co8 2qa) {Xp^i + ^^^.i) + 

+ 2A + 3co52y« — ^) a!p=^Bp. . . . (5') 

En de yraag is alzoo de m onbekenden x^ tot en met x^ 
op te lossen uit de m yergel^kingen met standyastige coeffi- 
cienten, die dit type b^ yoUedigen rondgang yan p=l tot 
en met m opleyert telkens tusschen y^f opyolgende yan deze 
onbekenden : eene yraag, die in bet tegenwoordige regelmatige 
geyal naar bet schijnt weder gescbikt onder beknopten go- 
niometriscben yorm kan beantwoord worden. Want daar ieder 
dezer m onbekenden bl^kbaar eene gel^kslacbtige lineaire 
funetie yan de m gegeyens Bp zal wezen , kan men (om de 
oplossing gemakkel^ker te oyerzien) aanyankelgk onderstellen, 
dat al deze gegeyens op een na , bg yoorbeeld de allereerste , 
B^ , in nul zouden oyergaan , en kan men de , in deze on- 
derstelling, yoor eene willekeurige onbekende Xp komende 
waarde daarna door de overeenkomstige, uit de oyerige ge- 
geyens Bp yoortyloeiende , waarden aanyuUen tot eene alge- 
braiscbe som. Nu yertoont bet aldus yereenyoudigde stelsel 
der m yergelijkingen (5') de b^zonderheid dat, indien men 
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daarin x^ onyeranderd laat , maar a^ en a?m, ^3 en ^m— 1, enz., 
in het algemeen Xp en Xm-p^2, onderling verwisselt (zoodat 
voor even m 00k ^y^i onveranderd bl^ft) , alsdan de 1" ver- 
gel^king zelve geene verandering ondergaat, maar de 2^ en 
de w*', de 3® en de (m — 1)", enz., in het algemeen de 
p^^ en de (m — jo + 2)' yergel^king onderling verwisselen 

(zoodat voor even m weder de (^ 4"l) vergelgking onver- 
anderd bl^ft). Het vereenvoudigde stelsel in z^n geheel, zoo- 
wel voor oneven als voor even m, eene dergelgke verwisse- 
ling van onbekenden toelatende, moet dit dus 00k met de 
te vinden waarden dier onbekenden zelve het geval z^n; 
zoodat in het algemeen Xp-=^ x^i^^Ar^ moet wezen; op grond 

waarvan men , naarmate m oneven of even is , slechts — ^ — 

in 
of ;r + 1 onbekenden heeft op te lossen uit even zoovelever- 

gel^kingen; waartoe, behalve de allereerste of uitzonderings- 

vergelgking, nog b^ voorbeeld de — ^ — of jr laatste derin 

(5') vervatte vergelijkingen te nemen zgn. Onder voorbehoud 
van in de eerste en in de twee laatste vergelykingen te 
schn^ven x^ = x^^i , X2 = x^^z en x^ = x^+z + -Bi 1 en altgd 
nog in de onderstelling B^ (yoor i> = 2 tot ») = , zgn dan al 
deze vergelijkingen te beschouwen als e^ne gemeenschap- 
pel^ke functionaalvergel^king (5') telkens tusschen v^f op- 
volgende uit de onbekenden x^ tot a?m+3 9 of, wat hetzelfde 
zegt, als eene eindige differentievergel^king van de vierde 
orde. En eene algemeene oplossing van zulk eene vergel^king 
kan nu — wanneer men, ten einde later halve hoeken te 
verm^den , dadel^k de notatie 2 liever dan /3 zelf invoert, 
en door C en c nog te bepalen standvastigen verstaat — ge- 
geven worden onder den vorm Xp= Cco8 2{c — p)/3, omdat 
big substitutie van dezen vorm en van de overeenkomstigen 
voor Xp^2 » ^p-\-2 J ^p—i en Xp^i in (5' voor Bp = 0) door den 
veranderl^ken factor 2 Cco8 2{c — p) (3 kan worden gedeeld; 
als wanneer tevens bl^kt, dat de ingevoerde (3 aan de vaQ 
p onafhankelgke voorwaard^ 
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cosAI3—{'i-{-'2co82qcc)€os2fi + fl + Scos2qcc—^\=0, 

dat is , wegens cos 413 = 2 cos^ 2/3 — 1 , aan eene bekende 
vierkantsvergel^king in cos 2 /3 behoort te voldoen. Dit wgst 
er op been dat , als cos 2 ff de tweede wortel van deze ver- 
gel^'king is , ter voUedige oplossing van de beschouwde diflferen- 
tievergelgking de vorenstaande x^ dient vermeerderd te worden 
met een tweeden overeenkomstigen term C"co« 2 (c'— p)/3'; 
maar tevens kan men opmerken, dat de zoo even berede- 
neerde b^zonderheid ^p = .r»^_p4.2 dan eischt dat, wat ook p 
zjj, zoowel 2(c-p)j3 = ±2(c— (m— p + 2))i3±2A9r als bet 
overeenkomstige in c en /3' geldt; en daar bieraan door 
geene andere stand vastige waarden dan 2c/3 = (m + 2)/3±A9r, 
en evenzoo in c en /3', kan voldaan worden, beeft men — 
de nu komende standvastigen ± C en ± C liever door de 
enkele letters C en C vervangende — te nemen 

Xp= Ccos {m — 2{p-^l))l3+ C cos (m — 2 (p ■— 1)) /3'. 
Blgft bierin dus nog de bepaling van deze beide C en C 
over; en daartoe mcJeten — daar tbans wegens de verbruikte 
algemeene voorwaarde .2?^ = .2?„j_p^.3 van zelf reeds aan de eerste 
der drie gestelde voorwaarden x^ = x^^i , x^ — Xm^2 = en 
x^ — ^m+3 = -Si voldaan is — juist de beide laatste dezer 
voorwaarden dienen. Deze geven 

C \cos {m — 2)13 — cos (m + 2)(3\ + C \co8 (m — 2)ff — 

— cos (w + 2) j3't = en C \cos (m— 4) /3 — cos (m + 4)/3i+ 

+ C"jco«(m— 4)i3'-co5(m + 4)/3'|=5i,datis C«m2/3.w/im/3 + 

-j- C"«tn2/3'. sin m /3'= en C«in4 fi.sin m j3-|- C'sin 4 ff.sin mj3'= -^^ 

S 

waaruit Csin 2(3, sin mQ=—C' sin 2/3'. sin m ff= -t-, — Trpr^ pr;^; 

4(co«2/3 — co«2/3) 

zoodat ten slotte de oplossing van bet meergenoemde vereen- 
voudigde stelsel vergelgkingen (5') gegeven wordt door de 
formule 

A r.9/3 .9/3'^ p \ cos(m-2(p-\))(3 cos{m-'2(p-\))ff \ 
4:Xp{cos2p—co82[3 )=B^ — - on 75 o y ^^ • 

Zoover gevorderd z^nde, en tbans terugkeerende totbetoor- 
spronkel^ke stelsel (5') zelf met alle daarin voorkomende 
willekeurige gegevens Bp^ kan men (om bet boven reeds 
gezegde omtrent de algemeene Xp als algebraiscbe som toe te 
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passen) opmerken, dat x^ opvolgend van ieder der yerdere 
gegevens B^^ .B3, enz. , Bp^ -Sp+i, enz., B„^ moet afhangen 
op dezelfde wgze als opvolgend a?p_i, Xp^^^ enz., ^i,^„, enz., 
Xp^i afhangen van B^\ men kan daarom yolstaan met inhet 
tweede lid der evengevonden formule p achtervolgens te ver- 
vangen door p — 1 , p — 2 , enz. , 1 , m , enz. , p + 1, en al 
de uitkomsten te voegen bg dat tweede lid zelf. En daar — 
voor zoover den eersten term betreft — alsdan voor 
B^ COS (m — 2 (p — 1)) i3 + B^ co8(m — 2(p— 2)) /3 +enz.+ 
-{-BpC08m(3-\- -Bp+i cos (w — 2 (m — 1)) /3 + enz. -{-B^n cos (m — 2p)(3 

m 

ook kan geschreven worden \^Bp^kC08 {m—2 k) (3 ^ ter- 

1 
w^l voor den tweeden term het dergelgke geldt — is men ge- 
rechtigd tot het besluit, dat het. oorspronkelyke stelsel (5') 
wordt opgelost door de formule 

1 *" 

4 Xp (cos 2 /3-C05 2 jS') = . ^^ . ^ V^5p+i co8{m - 2 i)/3 - 

1 

1 "* 

0/3^ ^' y^ ■®p+* ^^* (w — 2 i) /3', 

stn2b .sinmb ^^ v-r \ / 1 

1 
waar in het tweede lid de overeenkomst in vorm van ieder 
der beide termen met de boven sub II voor den enkelen 
driehoekskring gevonden formule (3) vooral dan onmiaken- 
baar is^ wanneer men opmerkt, dat ook hier zoowel de 
sommatiegrenzen 1 en m door en w — 1 , als de notatie 
■Sp+* door Bp^jc zouden mogen vervangen worden, en dat 
ook hier sin 2 (3 .«m w/3=— ^ |co«(w + 2) (3— cos (m— 2) (3\ , 
en evenzoo in I3\ zou kunnen geschreven worden. Nadat 
op deze wgze de willekeurige onbekende Xp in functie van 
de ingevoerde hulpgrootheden B is uitgedrukt, kan men 
ten slotte tot de oorspronkel^ke gegevens a en ft van het 
vraagstuk terugkeeren. Daarb^ met name er op lettende , 
dat — bl^kens de sub Y in het algemeene of onregelmatige 
geval aangenomen notatie — thans voor de regelmatige figuur 
b^ ctp^i , Up , ctp^i behooren niet bp^i , bp , bp^i , maar bp.^ , 
ftp, bp^jj en dus bg Op^^ behoort bp^kq^ heeft men op grond 
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van de aan Bp in (5') toegekende beteekenis te schrgven 



m m 




Bp^k COS (m— 2 i) j3 = ^ k — a^+*^i + 2 a^^i coaiqot — 
1 1 

In deze som wordt vooreerst de volledige coefficient van ^^n 
en denzelfden term apj^je gelyk aan — co5 (w — 2 (i+ l))/3 + 

+ ^^cod2qx .co8{m — 2 k) (3 — cos (m — 2 {k — 1)) /3 = 
= 2 (co« 2 gr flf — cos 2 (3) cos {m — 2 k) (3; terwgl ten andere 
de som van alle binnen het dubbele S-teeken (in k en in k^) 
staande termen — die hier twee aan twee volgens een gemeen- 
schappel^ken coefficient Ak' bgeengevoegd voorkomen — 00k 
als som van termen, gerangschikt telkens volgens een zelfde 
gegeven ftp^.^^^.*', kan worden voorgesteld: immers daartoe in 
den eersten term in Ak' vervangende k door A + 1 , in den 
tweeden daarentegen U door q — A', wordt dit geheele ge- 

m q — 1 

deelte 00k gelgk aan ^ ^ ^ ^ ' [Ay cos (m — 2(A4"l))i3 + 

1 1 

+ Aq-jc' cos (m— 2 /:) ^\bp^kq^k' • Een en ander substitueerende, 
en vervolgens geheel overeenkomstige vormen in ff in plaats 
van /3 in mindering brengende, komt alzoo als slotsom van 
het thans ingestelde bijzondere onderzoek de formule 

4^_p(co«2/3 -- cos2ff) = , ^^ . — -= 2{cos2q» — cos20) yk ap^iCos{m — 2k)l3'\- 

1 

m 

+ Aq yk bp^iq COS {m — 2 A) /J + 



1 

m q — 1 




1 

^-1 



+ cos {m — 2k)(3 ^' A^^f hp^k^^y M- 

1 
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-^ Ajyibf+tjcoa {m — 2 k) ^' + 



1 



+ Y} |co<fn~2(*+l))/3'y>^*V*ff+*'+ 



1 



+ co« (m — 2 *) i3' yi -4j-A' J|,+*g+*' j J 



1 
De opmerking moge hier nog eene plaats yinden, dat wel 
is waar, evenals aan het slot yan V meer in het algemeen 
werd gezegd, de yorenstaande formule hare geldigheid zou 
behouden zelfs yoor de gevallen yan slechts m = 4 of m = 3 
binnendriehoeken , als wanneer de yergel^king (5') in plaats 
yan y^f slechts yier of drie onbekenden zou beyatten; maar 
dat juist in deze meest eenyoudige geyallen de rechtstreeksche 
oplosding yan deze onbekenden uit de eyen zooyele beschik- 
bare yergel^kingen — dat is, gelet weder op J?p = a?„_p^.2 , 
in wezenlykheid de oplossing yan slechts drie of twee onbe- 
kenden — in den regel wel eenyoudiger zal afloopen dan 
de toepassing yan de geyonden -goniometrische formule. 



Ten aanzien yan driehoeksnetten, yan minder regelmatigen 
of yan meer samengestelden yorm dan die in het yoorgaande 
sub I — VIII doorloopen werden, yalt in het algemeen nog 
te zeggen, dat waarsch^nlijk dikw^ls de gelegeu' eid zal be- 
staan , deze door eene doorgaande afscheidingsUjn in twee 
netten yan de beschouwde of yan andere eenyoudige yormen 
te yerdeelen. Die afscheidingsl^n zal dan b^ yoorbeeld uit n 
aan elkander sluitende zgden bestaan, ieder gemeen aan e^n 
yan n driehoeken yan het eene en aan een yan n driehoeken 
yan het andere gedeeltelgke net. Eene rekenwgze, yerwant 
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aan de reeds sub III, IV, VII en VIII toegepaste, kan in 
dergelgke gevallen vermoedelgk dikw^ls van dienst zijn. Want 
maakt men eerst als boven de formulen op voor de onbekenden 
van ieder der 2 n bedoelde aansluitingsdriehoeken in de onder- 
stelling, dat alleen dat gedeeltel^ke net, waartoe die driehoek 
zelf behoort, aanwezig zou z^n; en gaat men yervolgens tot 
de aan^enkoppeling der beide deelen tot bet werkel^k gegeven 
drieboeksnet oyer; dan veranderen alleen de vergel^kingen 
van al deze 2 n aansluitingsdrieboeken , en wel in dier voege, 
dat voor ieder dezer drieboeken de gegeven waarde vermeer- 
derd wordt met de nog te vinden werkelgke onbekende van 
den aansluitenden drieboek van bet andere net. Door dus in 
ieder der 2 n bedoelde formulen de daarin voorkomende ge- 
gevens van de n tot aansluiting gebracbte drieboeken van 
bet bgbeboorende net te vervangen als zoo even gezegd , be- 
scbikt men over 2 n vergel^kingen tusscben de 2 n werkelgke 
onbekenden van de gezamenlijke aansluitingsdrieboeken; en 
deze boofdonbekenden bieruit opgelost z^nde, worden dan 
ook alle verdere onbekenden gevonden. 

In denzelfden trant zou zelfs naar omstandigbeden sprake 
kunnen z^n van de verdeeling van een gegeven samengesteld 
net in meer dan twee gedeeltel^ke. 



VOLLEDIGE BEREKENING VAN 
„HET SCHIMMEL- OF KLOK- EN HAMERSPEL", 

DOOB 

Dr. G. J. D. MOUNIEB. 



In ditzelfde deel van het Nieuw Archief komt eene be- 
rekening van het »Schimmel- of Klok- en Hamerspel" door 
Dr. H. Ekama. voor, waarmede ik mg moeielgk kan ver- 
eenigen. Het komt my voor, dat Dr. Ekama bg zgne be- 
schouwingen enkele onjuistheden heeft begaan, en daardoor 
tot uitkomsten is gekomen, die aan eenige bedenking onder- 
hevig zgn. Het is daarom , dat ik m^ thans voorstel in 
de eerste plaats m^ne bedenkingen tegen Dr. Ekama's be- 
schouwingen te ontwikkelen , om daarna te trachten op eene 
andere en , naar ik meen , meer naawkeurige w^ze dit vraag- 
stuk te behandelen. 

Onze eerste bedenking is gericht tegen de uitdrukking 

5^x21x65 — 5» 

6^ ^; • • • (1) 

welke, volgens den schr^ver — zie biz. 110 reg. 6 v. o. — 
voorstelt , hetgeen^ de gezamenlgke spelers voor m worpen 
ontvangen. 

Even te voren is gevonden, dat voor een worp de waar- 
schgnlgke winst is 

5^x21x65 — 5« ^^. 

M ' (^) 
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en hieruit is de waarde der m worpen afgeleid. De uitdruk- 
king (2) geldt echter in de onderstelling , dat b^' een be- 
paalden worp , onverschillig welke der getallen van 1 tot en 
met 21 verkregen worden, steeds zooveel penningen uit de 
kas worden genomen als er oogen worden geworpen. In het 
begin van het spel, zoolang namelgk de kas minstens 21 
penningen bevat, zal dit inderdaad het geval z^n; maar 
zoodra het aantal penningen minder dan 21 wordt, zullen 
de worpen in waarde afnemen, daar de hoogste worpen dan 
geen nitbetaling uit de kas meer zoaden opleveren; en deze 
laatste worpen alleen daardoor nog niet tot uitputting van 
de kas voeren, wyl zg toevalliger wgze minder oogen geven, 
dan het aantal penningen, dat nog in de kas aanwezig is. 

Heeft men bg voorbeeld na de verrekening van den 28*'®^ 
worp nog 20 penningen in de kas; heeft; men verder, dat 
de 29«*« worp 12, de 30^**^ 6 en de 3P*« 5 oogen geeffc, dan 
is wel na w = 30 worpen de kas eerst uitgeput , maar de 
waarde van den 29''**^ en 30^*®^ worp is dan niet meer 

5^x21x6^ — 5« 

daar b^ die worpen de hoogere aantallen oogen niet meer 

tot eene nitbetaling hadden kunnen voeren. Deze toestand 

kan zelfs by verscheidene worpen intreden, en derhalveisde 

waarde der m worpen belangryk minder dan het door Dr. 

Ekama gevonden bedrag, 

52x21x6^^ — 5» 
go m. 

Eene tweede bedenking geldt de bepaling van I' =zn L 
Hiervoor neemt de schrgver de waarde (1), door mg be- 
streden, vermindert met H^^ de waarde van het huis, Af- 
gezien van de onnauwkeurigheid van (1) is deze waarde van 
I' mijn inziens onjuist, daar ook, nadat de kas is uitgeput 
(en alzoo het voordeel van het huis een aanvang neemt), nog 
verscheidene worpen kunnen voorkomen , waarbij de kas aan 
de spelers moet uitkeeren. De waarde dezer uitkeeringen 
moest dus nog bg r worden opgeteld. Opmerkelgk is het, 
dat de schrgver deze ontvangst bg het mededeelen van de 
regels van het spel uitdrukkelgk vermeldt — biz. 108, 
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reg. 6 V. b. — en toch de waarde van dit voordeel der 
spelers niet in de berekening van J' opneemt, 

Eene derde bedenking geldt — biz. 112, reg, 1 v. b. — 
de beweriiig dat bet groote voordeel, dat de scbimmel op- 
levert, waarschynlyk bet gevolg is van de onzuiverbeid 
der dobbelsteenen. Mg komt dit vermoeden ongegrond voor. 
Het is ongetwgfeld waar , dat de steenen , welke b^' dit spel 
worden geleverd, gewoonlgk vrg onnauwkeurig zyn; maar, 
wanneer men een groot aantal dergelgke spelen gebruikt, 
zal de onnauwkeurigheid by bet eene spel b^ voorbeeld bet 
schimmelen bevorderen, b^ bet andere daarentegen belem- 
meren. Op een groot aantal spelen, bg voorbeeld al de 
spelen in Nederland, zal voldoende compensatie ontstaan; 
zoodat ten slotte verhoudingen zuUen verkregen worden , die 
overeenstemmen met die, welke aan zuivere dobbelsteenen 
zouden beantwoorden. Ter gelegener tgd komen wg hierop 
terug. 

Ten slotte bebben wg nog eene vierde bedenking. Op biz. 

112, reg. 11 V. o. leest men: >Werden er 6'— 5* worpenge- 

daan, dan zou bet buis ontvangen 21 x65-(6'^ — 58)=131265*) 

penningen; bggevolg is de waarschgnlgke winst voor het 

, . . ,. 131265*) ^ 6« — 5« 

nms m een worp -^ ^ en dus voor — — — worpen 

IH^ of 42." 

Ook deze beschouwing komt mg voor onjuist te zgn. Op 
6* — 5* komen ook 5^ worpen 1 voor. Deze worp doet ecbter 
onmiddellgk bet spel ophouden. Heeft men dus een serie 
van 6® — 5* worpen , dan moet de worp 1 daar in niet 
voorkomen , daar met dezen worp de serie niet zou kannen 
bestaan. De worp 1 speelt dus eene eigenaardige rol , waarop 
mgn inziens door Dr. Ekama niet is gelet. Spoedig zal big- 
ken dat wg, bierop wel lettende , iets geheel anders vinden ^). 

Na deze bedenkingen tegen de bescbouwingen van Dr. 



1) Lees: 132265. 

1) Passen w\j op deze berekening van Dr. Ekama en de onze (10) voorko- 
mende op biz. 196 de methode gevolgd bg het schema op biz. 204 toe, dan bevestigt 
dit de juistheid van onze nitkomst. 
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Ekama in het midden te hebben gebracht en nog te heb- 
ben opgemerkt, dat het vraagstuk slechts voor e^n bgzonder 
geval geheel tot het einde toe is opgelost (namelyk dat, 
waarin na de verrekening van den m^®^ worp juist 1 in kas 
overblyft), trachten w^ eene algemeene oplossing voor dit 
yraagstuk te vinden. 

W^ moeten daartoe eerst de waarschijnl^kheid berekenen, 
dat men na een zeker aantal worpen een bedrag a penningen, 
z^nde a; < 21 in de kas heefb. In hetzelfde spel kan a meer- 
dere waarden yerkr^gen. leder bedrag kleiner dan 21 , dat 
bg de laatste worpen in de kas wordt aangetrofiPen , geeft 
eene waarde van a, ' 

Wat is nu noodig , opdat op zeker oogenblik de kas juist 
a penningen bevat? Eenvoudig niets anders dan dat, als de 
kas oorspronkelyk P penningen inhield, daaraan door al de 
overige worpen te zamen juist P — a penningen onttrokken 
zyn. De waarschynl:gkheid , dat men na zeker aantal worpen 
juist a penningen in de kas overhoudt, is dus gevonden, 
als men de waarsch^nl^kheid kent, dat in dat aantal wor- 
pen P — a penningen zgn uitbetaald. Beide waarschgnl^k- 
heden z^n aan elkander gel:yk. 

Wat de uitbetalingen der kas betreft is het onverschillig 
of er geschimmeld wordt of niet, en evenzoo of de uitbeta- 
lingen geschieden aan den speler of aan den houder van 
klok, hamer of klok en hamer. Wordt er geschimmeld, dan 
verandert aan de kas niets, en is het alzoo hetzelfde als of 
deze worp niet is gedaan. Wat de uitbetaling betreft, 
blgft het voor de uitputting der kas onverschillig, wie de 
rechthebbende is. Wg kunnen dus eenvoudig de worpen, 
waarbg geschimmeld wordt, als niet bestaaude beschouwen 
— • althans wat het tegenwoordig onderzoek betreft — en 
de steenen met klok en hamer buiten beschouwing laten, 
Wg beschouwen dan nu de 6® — 5^ worpen met de zes over- 
schietende steenen, die de getallen 1 tot en 21 opleveren, 
Dat er iets geworpen wordt alzoo zeker zgnde, hebben wg 
volgens Dr. Ekama — biz. 109 — terecht, dat de waar- 
schgnlgkheden voor de worpen 1, 2, 3 enz. , die wg achter- 
eenvolgens «j, a^j a^ enz. noemen zullen, zgn 
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Dr. Ekama geeft deze waarsch^nl^kheden tot en met den 
worp 21; zoodat u^, a?^) . • • . o^jo) ^21 ^^^^^ bekende groot- 
heden zgn. 

Nu is de waarsch^nlgkheid, dat in tt worpen juist P — a 
geworpen wordt, volgens de Moiveb 

iVj «j «i «j /3i .... -|- JVj Wj «« a?2 ^« ..., + .... , 
z^nde 

«i + /^i + = ^^ 

«2+.^2+ = ^» } (3) 

enz. 

en 

«, + 2/3,+3y,+ . . =P-^, 

«2 + 2i3, + 3r,+ . . =P-^, } (4) 

enz. 
en bovendien 

^ ?r! ^ _ ttI 

^1 — -.1/3 1 f ^2 — « I /> I ®^2- 



«i!i3,! ' ^^ «,!i3 



2' 



Men vindt zooveel stellen waarden voor «, j3, y, . . . . als 
er oplossingen zgn voor de onbepaalde vergel^kingen (3) en 
(4), waarin de grootheden a^ /3, 7, . . . geheel en positief moeten 
z^n; zoodat, daar 9r en P — a eindig z^n, slechts een be- 
paald aantal oplossingen zal worden gevonden. Daar wy hier 
echter geheel in bet midden laten, hoeveel worpen er gedaan 
worden, kan tt alle waarden hebben, die met bet oog op 
(4) mogelijk zijn, en vervallen dus de voorwaarde-vergelg- 
kingen (3). 

Het aantal oplossingen voor de bg elkander beboorende 
waarden »^ ^^ p^, . . . . neemt nu sterk toe; maar blyft tocb 
eindig. In den teller der waarden van iVj, N^ en zoo voort 
moet men nu tf ! vervangen door (<» + /S + y . . .) ' 1 ^®ze 
letters voorzien zgnde van de indices, die zg in den bgbe- 
hoorenden noemer hebben. 

Men vindt zoodoende ' 

XI, = iVj «i «i «jj /3i . . . . 4- JVj a?j «« «2 /3« ....-!-••••> 
z^nde (4) van kracht en 
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Het berekenen der waarden fig, ofschoon een tgdroovend 
werk, levert geen theoretische moeielgkheid meer op en kan 
VQor iedere waarde van P — a gemakkelgk geschieden. Gaan 
w^ steeds uit van een zelfde waarde van P, dan hangt £1^ 
alleen van x af ; zoodat de waarden van £1 voor al de waar- 
den van tot 21 vooruit gemakkelijk kunnen worden be- 
paald. De fl's zgn dus verder reeds berekende grootheden. 

Men merke nog op, dat £lg alleen dan de waarschijnl^k- 
beid aangeeft, dat op zeker oogenblik a penningen in de 
kas z^n, als nog geen worpen z^n voorgekomen, waarb'y 
meer oogen zijn verkregen, dan er penningen in de kas 
zgn. Immers door een dergelgken worp , die , als beboorende 
tot bet totaal der mogel^ke gevallen 6' — 5® , die wj be- 
sebouwen, niet mag worden uitgesloten, zou bet getalP— ^ 
reeds zgn overtroffen. 

De waarscb^nl^kbeid, dat bg a oogen bet buis begin t 
te trekken, is de samengestelde waarscb^nl:gkbeid, dat x pen- 
ningen in de kas overblgven, zonder dat voor dien tyd een 
worp is voorgekomen , waarbg bet aantal oogen bet nog 
bescbikbaar aantal penningen overtrof , en dat juist nu dit 
laatste gebeuren zal. De waarscb^ulijkbeid biervoor is 

a'g = «*+i + ««+2 -|- . . . . + «2i» 
en dus is de samengestelde waarscbijnl^kbeid voor bet feit, 
dat bet buis begint te trekken, als er juist nog x pennin- 
gen in de kas zgn, 

A If X = Xlr^p CO gt 

De grootbeden fig en a^ reeds bekend zgnde, laten zicb 
dus de n';j*s vooruit berekenen. 

Dit alles zoo z^nde, gaan wg tbans berekenen, wat men 
zelf kan trekken, als er op 't oogenblik, dat bet voordeel 
van bet buis begint, nog a penningen in de kas zyn. 

Al de penningen worden vroeg of laat aan de spelers 
uitbetaald, betzg in eens, betzg b^ gedeelten, want van 
af dit oogenblik wordt er niet meer gescbimmeld en ver- 
vallen de voordeelen voor klok, bamer en klok en bamer. 

N. A. V. W. Dl. XIX. 13 



De kas ontvangt niets meer en bet spel eindigt eerst als al 
de penningen aan de spelers z^n uitbetaald. 

De spelers genieten dus zeker nog te zamen het voor- 
deel a, of iedere speler afzonderl^k gemiddeld het voordeel 

^, indien men den invloed van de orde, waarin de spelers 
n 

het spel beginnen , buiten rekening laat. Deze omstandigheid 

oefent echter slechts invloed uit op de onderlinge verhonding 

der yerschillende spelers en geenszins op de verhonding van 

de kas en de verschillende kaarten tot de spelers te zamen 

genomen. 

Bg deze berekening is aangenomen dat het spel zeker 

eenmaal eindigt. Dat dit gebenrt heeft eene waarsch^nlgk- 

heid, die tot de zekerheid grenst en praktisch daarmede 

gelgk gesteld kan worden. Zeker in den meest volstrekten 

zin is dit echter niet; want de mogel^kheid is niet nitge- 

sloten, dat men steeds blank werpt of meer oogen dan nog 

penningen in kas zgn. Het ergste wordt dit als nog slechts 

e^ne penning in kas is, daar dan de waarschgnlgkheid om 

1 te werpen -^ is. Dat men in bg voorbeeld 10000 keeren 

toch eindeligk eens 1 zal werpen is het complement van de 
waarschgnl^kheid , dat men in 10000 worpen geen enkele 
maal 1 verkrggt, alzoo 

'6^ ■— 5«\ioooo 

6^^ / 

welke waarde reeds bgna 1 is. Met het oog op de praktgk 
behoeft dus op deze omstandigheid niet te worden gelet. 
Daar men overigens het aantal worpen zoo groot kan ne- 
men als men verkiest, kan men de eenheid onbepaald dicht 
naderen en alzoo z^n al de door ons te verkrggen waarden, 
als grenswaarden beschoawd, ook theoretisch volkomen juist. 
Het eenige bezwaar, dat zoti kunnen worden aangevoerd, 
is, dat wellicht op zeker oogenblik de spelers niet meer aan 
het huis zouden kunnen betalen. Omtrent het vermogen der 
spelers heeft echter Dr. Ekama niets ondersteld en alzoo 
feiteliyk aangenomen , dat z^ onbepaald kunnen voortgaan met 
betalen, z^ het dan ook in den vorm van schuldbekentenissen. 



-(' 
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Berekeuen w^ tbans, wat bg den aanvang van het spel 
de waarde is of wiskuDdige hoop voor de gezamentlgke 
spelers, als gevolg van de voordeelen, die z:g nog genieten 
kunnen, als het huis, zoo dat gebeurt, begint te trekken. 

De waarsch^nlgkheid, dat deze omstandigheid plaats heeffc, 
als er nog slechts x penningen in de kas z^n , is nfg ; en is 
dit het geval, dan zullen de spelers nog het voordeel x ge- 
nieten. De wiskundige hoop is dus voor iedere waarde van ^ 
QlgX en dus voor al de waarden van x te zamen 

H:=^ajx (5) 

Hg is dus de wiskundige hoop op winst, die de spelers bg 
den aanvang van het spel hebben , met het oog op de voor- 
deelen, die zy mogelgk nog kunnen behalen, nadat het 
schimmelen ophoudt. 

6aan wg nu na, welke de voordeelen van het huis zgn, 
als er x penningen in kas z^n. Er zullen zoolang x pen- 
ningen in kas bly ven , als geen der getallen beneden x-^-X 
geworpen worden. De bianco worpen wederom niet mede 
tellende , daar z^ toch geen invloed uitoefenen in welken zin 
dan ook, hebben wg voor iederen worp, dat de waarschgn- 
Igkheid, dat meer dan x geworpen wordt , is «/; en dus , dat 
X of minder wordt geworpen, 1 — aj. De waarschgnlijk- 
heid, dat eerst bg den p^^^ worp x of minder dan x ge- 
worpen wordt, is alzoo 

%=c^:^Hi-<^:) (6) 

6aan wg nu na, hoeveel iedere worp waard is, zoolang or 
penningen in kas zgn en het huis trekt. In 6' — 5® worpen 
wordt (6® — 5^) a^^i maal ^ + 1, (6^ — 5®) «a;+2 maal x-\-2 ,,., 
(6^ — 5^)^21 maal 21 geworpen, in welke gevallen het huis 
achtereenvolgens 1 , 2 . . . • (21 — x) ontvangt. In het geheel 
zou dus het huis in 6® — 5® worpen ontvangen 

(6« — 5«) t«,+i + 2 a;,+2 + .... + (21 - x) «,, ( , 
en dus per worp gemiddeld 

«*+i + 2 a;,+2 + -|- (21 — ^) «2i. 

EUervoor zou men kunnen schrgven 
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Men yindt das voor de waarde van iederen worp gemiddeld 

Houdt nu het huis eerst bg den p^^^ worp, wegens het 
aanwezig zgn van a penningen in de kas met te trekken, 
dan hebben er p — 1 worpen plaats gehad , die ieder een 
gemiddeld yoordeel van a'^x^i en alzoo te zamen het voor- 
deel (p — 1) co'^s^i aanbrachten. De waarschgnlgkheid, dat 
dit gebeurty volgens (6) ^p z^nde, is de wiskandige hoop 
voor dit geval {p — 1) ^p «''«+i. Nu kan echter p alle waar- 
den hebben, zoodat de wiskandige hoop voor alle waarden 
van p wordt 

A* = ^(p-l)^i>«%i (8) 

Daar «",+i en de factor (1 — «',) van ^p niet met p ver- 
andert, kan men hiervoor ook schr^ven, lettende op (6), 

P=CD 

A, = (l-»'.)«%i^(p--l)«'/-i (9) 

Yoor de termen onder het sommatieteeken heeft men nu 

l.«', + 2.«7 + 3«V + , 

of de dabbelreeks 



+ «'.» + .... 



«', : (1 — «'.) , 
«'.» : (1 - »'.) , 
«V : (1 - «',) , 



De som der tweede leden van deze vergelgkingen is 
Dit sabstitueerende in (9) vinden w^ 



/ .jf 



*-="t^ w 

Dit is alzoo de wiskandige hoop voor het hais, als het 
een feit is, dat er x penningen in de kas zgn. 

Wg weten reeds dat de waarschgnlgkheid, dat het hais 
begint te trekken, als er x penningen in de kas zgn, £l'g 
bedrai^. 

Wg moeten thans onderzoeken, welke de waarschgnlgk- 
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held is, dat, indien dit felt werkelyk plaats heeft, iederder 
aantallen penningen beneden de x worden verkregen. 

Nemen wg daartoe in het algemeen y < a? , en stellen wg 
door «(«, a), evenals vroeger door ««, de waarschgnlgkheid voor 
van den worp «; doch nu in de onderstelling , dat de wor- 
pen boven de a— 1 thans, bg de gunstige zoowel als ongun- 
stige gevallen, niet mede tellen. 

Zg nu ^y de som van de producten van «(«,«), »(/3,i), . . . 
^(9r,rt» waarin a, /3, y . , . . ;r al de getallen van 1 tot en 
met {x — 1) voorstellen , met herhalingen , zoodat verschil- 
lende letterteekens dezelfde getallenwaarde als eerste index 
kunnen aangeven ; doch waarin steeds de eerste index van 
denzelfden factor kleiner moet zgn dan de tweede en de 
tweede index steeds voorstelt : in den eersten factor de waarde 
x^ waarvan men uitgaat, in den tweeden factor x — «, in 
den derden x — cc — /3 . . . . in den laatsten y + ^r , zgnde 
y de index van "¥, Voor y = x — a — /3— y.... — ^r, 
heeft men nu ook, dat de tweede index van den laatsten 
factor y + ^r gelijk wordt aan a?— <» — /3 — . . . . met weglating 
van TTj dus geheel in overeenstemming met de vormen, die 
wg voor de tweede indices van de overige factoren vonden. 

Voeren wg nu werkelgk de voorwaarde 

y = x — oi — /3 — y.... — tt 
in, dan stelt ^y de waarschgnlijkheid voor, dat, als het 
huis bg x penningen in kas begint te trekken, of juister 
begint te spelen, na een of meer worpen y penningen in 
kas zuUen zgn. De berekening van ^y verschilt van die van 
Xla;, die daarmede groote overeenstemming vertoont, hierin, 
dat daarbg de waarschgnlgkheid voor de worpen van het- 
zelfde -aantal oogen steeds dezelfde was; terwgl hier die 
waarde verandert en grooter wordt, naarmate het aantal pen- 
ningen in de kas kleiner zal geworden zijn. Hier toch moeten 
de gevallen, waarin meer oogen geworpen worden dan er 
penningon in de kas zijn, worden uitgesloten, aangezien in 
die gevallen de kas niet verandert; hetgeen bg het onge- 
wgzigd gebruik van de berekeningswgze van de Moiveb onder- 
steld zou worden wel het geval te zgn. Die worpen dus niet 
mede tellende, moeten zg, zoowel van het aantal gunstige 
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als van bet geheel aantal gevallen , dat aan de a's ten grond- 
slag ligt, worden nitgezonderd. 

Rest dus nog om Yy voUedig te kennen , de «(«, a) i «(i3, b) 
enzooyoort te berekenen. Men vindt die eenyoudig door als 
geheel aantal gevallen te nemen (6'— 5®) («i+«2.... + «^i) 
en als bet aantal gunstige gevallen (6® — 5®) ««. Het eerste 
vindt men door optelling van de getallen in de laatste kolom 
van biz. 109 van meer genoemd stuk van Dr. Ekama tot 
en met bet getal , beboorende bg a — 1 oogen ; terwfll bet 
tweede in die kolom onmiddell^k te vinden is. Men beeft alzoo 

Ufa as 

De wiskundige boop voor het buis is na, als het be- 
gint te spelen met a penningen in kas , voor y penningen , 
die mogeligk daarin nog zuUen kunnen overblgven, 

'PyA, (11) 

en dns voor alle waarden van y 

*(-) = ^^y*y^ (12) 

als w^* ^4. = 1 stellen , omdat dan geen enkele der factoren 
^(«,a)i ^(/3,d) eiiz. kan voorkomen. 

Alzoo stelt h^x) cle wiskundige boop van het buis voor , als 
het een feit is, dat het buis b^ x penningen in kas begint 
te spelen; terwfll A, de wiskundige boop voorstelt voor de 
winsten, die het buis kan behalen, zoolang er juist x pen- 
ningen in kas zgn. 

W:g vonden, dat big bet begin van 't spel de waarsch^n- 
l^kbeid, dat het buis by x penningen in kas begint te 
spelen, il'g is. De wiskundige boop van de winst, die het 
buis kan behalen door mogelyk met x penningen in kas zgn 
spel te beginnen, is in bet begin van het spel alzoo 

n',A(,) (13) 

De wiskundige boop van het buis is dus in 't begin van 
't spel, onafbankel^k van het aantal penningen, dat in de 
kas zal zgn, als het buis begint te trekken, zelfs onafhan- 
kelyk van de vraag, of het wel eens aan de beurt yan 
spelen komt, 
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J3,, = ^n',A(,) (14) 

#=1 

Gaan w^ nu na, wat et gebeart in het eerste gedeelte van 
bet spel, dat gedeelte namel:gk, waarin nog geschimmeld 
kan worden en het hnis nog niet speelt. 

Dit gedeelte van het spel begint met P penningen in de kas 
en eindigt , als dat aantal gedaald is op x. Er worden dns door 
de spelers en de klok, den hamer en de klok en hanier 
te zamen P — x penningen yerdiend , wanneer men het ver- 
lies, door het schimmelen ontstaan, vooralsuog buiten reke- 
ning laat. De twee steenen met figuren beslissen bg iederen 
worp, of de speler, dan wel een der figuarkaarten zal win- 
nen. De waarsch^nl^kheid , dat men met die twee steenen 

5 

de klok of den hamer werpt , is yoor ieder banner ~~- ; 

oo 

de waarsch^nl^kheid, dat men klok en hamer werpt ^; en 

oo 

25 
die, dat men ten voordeele van de spelers werpt ^^. Alzoo 

36 

komt den spelers van de behaalde winst 

OK 

de klok en den hamer ieder 



en de klok en hamer 



86 



toe. 

De waarsch^nl^kheid, dat het hnis bg a penningen in kas 
zal beginnen te spelen £l^g zgnde , zal ook de waarschgnlgk- 
heid, dat in het eerste gedeelte van het spel uit de kas P-— ^ 
gewonnen wordt, £1'^ zgn. De wiskundige hoop op winst ten 
gevolge van het overblyyen van x penningen in de kas, als 
het hais begint te trekken, zal das in het begin van het 

spel zgn: 

25 
voor de spelers te zamen ^ Cl'g (P — «) , 
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5 
voor de klot en voor den hamer ^ n\ (P — or) , 

en 

voor de klok en hamer -^ Xl'« (P — a?) ; 

oO 

en dus , voor alle waarden van x te zamen genomen , zal 
de wiskundige hoop uit dezen hoofde voor de spelers te 
zamen z^n 

^. = ||^n',(P-^), (15) 

;r=0 

voor de klok en voor den hamer 

a?=20 

H, = H,^^^a\{P-x) (16) 

ar=0 

en voor de klok en hamer 

jf=20 

S^^ = ^^^'AP-^) • •. (17) 

ar=0 

Thans moeten w^ nog letten op den invloed van het 
schimmelen. 

W:y beschouwen eerst het geval, dat nog minstens 21 pen- 
ningen in de kas z^n. 

Alsdan zuUen van de 6^ verschillende worpen, die men 
met de zes dobbelsteenen kan verkrggen, 5« schimmel geven. 
De 6^ verschillende worpen, die kunnen worden verricht, 
geven, zooals Dr. Ekama op biz. 110, reg. 14 v. b, vindt, 
163296 penningen. Hierop zou 5^ maal geschimmeld worden, 
in welk geval telkens 1 aan den schimmel zou moeten wor- 
den betaald, dus in het geheel 5^=15625. Op de 163296 
penningen, die uit de kas worden verdiend, zoolang nog 
meer dan 20 penningen in kas zign, geniet de schimmel, 
buiten bezwaar van de kas , 15625 penningen , wederom voor 

3^ door de spelers, voor ^r^ door de klok, voor ^^ door 
oo oo oo 

den hamer en voor 77^ door klok en hamer te voldoen. 

00 

Hoe lang duurt het nu dat de kas meer dan 20 penningen 
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bezit? Zg bg zekeren worp bet aantal penningen in de kas 

grooter dan 20 en bg den yolgenden dat aantal beneden 21 ge- 

daald. Zg in dat geval bet overschietende aantal penningen bg 

dezen laatsten worp y en dus i/ < 21. Er wordt dan zoolang 

de kas minstens 21 penningen bevat, medegerekend de worp, 

die dat aantal beneden 21 doet dalen, door de spelers, de 

klok , den bamer en de klok en hamer te zamen P — y 

penningen yerdiend. Op de 163296 penningen, die verdiend 

worden, ontvangt nu de schimmel 15625, dus op de P — y 

penningen 

15625 ,p 

T63296^^-^> (1^> 

Hiervan betalen nu de spelers, 

36 ^ 163296 ^-^ "" 2/)» (19) 

de klok en de bamer ieder 

mxS<^-») « 

en de klok en hamer 

^xS^^-^) (21) 

Dit alles geldt, uitgaande van eene bepaalde waarde van 
y. De waarschgnlgkheidy dat die waarde eenmaal zal plaats 
bebben, zou op zicbzelf fly zgn. Maar dan is bierbg niet 
opgenomen de omstandigbeid , dat voor den laatsten worp 
meer dan 20 penningen in de kas moesten zgn. Zg bet aan- 
tal penningen, dat voor dien worp in kas was ^, dan is de 
waarscbgnlgkbeid dat eenmaal een worp zal komen, waarbg 
z penningen in kas zgn , n« , en dat dit gebeurt en onmid- 
dellgk daarna z — y oogen geworpen worden, beeft nu tot 
samengestelde waarscbgnlgkbeid 

Zg nu €l"y de waarscbgnlgkbeid, dat na zekeren worp 
bet aantal oogen beneden 21 daalt tot y, dan zal nu 

Xl"y = ^ Xl. «,«y (22) 

zgn. De wiskundige boop voor den scbimmel is dus wegens 
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(18) en (22) 

lS""'(^-^) <28) 

en het wiskundig risico voor de spelers wegens (19) en (22) 

25 15625 ., ,^ , .... 

36T63l96"^^^-y> ^24) 

Evenzoo is wegens (20) en (22) bet wiskundig risico yoor 
de klok en voor den hamer ieder 

5 15625 
36 163296 """^-^-y)' (^5) 

en Toor de klok en hamer, lettende op (21) en (22) 

Nu kan echter y elke waarde hebben van tot en met 
20. Wg yinden das voor al deze waarden te zamen uit(28) 
de wiskundige hoop voor den schimmel 

15625 
163296 

y=0 

yoor het wiskundig risico yoor de spelers uit (24) 

y=20 

^'^36 163296 2^"^^^^^^' ^^^^ 

y=0 

yoor het wiskundig risico yoor de klok en yoor den hamer 

uit (25) 

y=20 

^* = ^* = M S Z "'V(^-y). • • • (29) 

y«0 

en yoor het wiskundig risico yoor de klok en hamer 

y=20 

y=0 
Dit alles nu geldt, zoolang minstens 21 penningen in de 
kas zgn, met inbegrip yan den worp, die dat aantal bene- 
den de 21 doet dalen. Wg moeten nu zien, wat gebeurtals 
dit laatste geschied is. 



H^^^^^^Y^n.%(P-y) (27) 
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Zgn er nu nog y penningen in de kas, zgnde weder 
^<2l, en werpt men wederoniy dan kunnen zicb drie ge- 
yallen voordoen, 

of men werpt meer dan y oogen, 

of men werpt hoogstens y oogen , 

of eindel^k men schimmelt. 
In bet eerste geTal wordt niets genot>en uit de kas en 
begint bet voordeel van bet buis; in bet tweede geval wor- 
den zooveel penningen uit de kas genomen, als er oogen 
geworpen z^n; en in bet derde geval ontvangt de schimmel 
z:gne penning. Op de 6® verscbillende worpen, die kunnen 
worden gedacbt tbans als eerste worp te volgen, worden 
niet meer 

(6« — 5«) (1. «i + 2. «j + + 21 a^^) = 163296 , 

maar slecbts 

(6« - 5«) (1. «, + 2. «, + + y «,) = <p, 

penningen yerdiend, ongerekend bet scbimmelen, en daar 
nu 5^ maal gescbimmeld wordt, yerdienen de spelers nu 
(py — 5* penningen. Op de cpy penningen , die door de 6® 
worpen gemiddeld aan de kas worden onttrokken, worden 
door den scbimmel nu 5* = 15625 penningen yerdiend. Tegen 
bet feit, dat bg den eerstyolgenden worp alzoo gemiddeld 

penningen aan de kas worden onttrokken, staatyoorden 



^y 



6« 
.ohtam.1 d, ,i*..dig. h<«p ^ over; 

Gaan wg nu na, welke de waarscbgnlgkbeid is, dat een- 
maal een toestand zai intreden^ waarb:g de kas y penningen 
beyat en wel in den t^d , dat nog gescbimmeld kan worden. 

Z^ wederom a bet aantal penningen, waarb^ betyoordeel 
yan bet buis begint , dan is slecbts noodig dat y> a. De 
waarscbignl^kbeid yan a is, gel:gk wg yroeger yonden, n'«. 
De waarscb^nl:gkbeid, dat, b^ y penningen in kas, nog kan 
gescbimmeld worden, is alzoo, wat deze waarde yan as be- 
treft, eyeneens n'«. Verder is de waarscb^nlgkbeid , dat op 
zeker oogenblik y penningen in de kas zuUen yoorkomen, fly. 

De waarscb^nl^kbeid dus, dat eenmaal y penningen in de 
kas zuUen yoorkomen, en dat bg een bepaald getal yan 
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X penningen, dat daar beneden is, bet huis begint te trek- 
ken, is alzoo 



Voor alle waarden van x wordt difc 

af=y — 1 



(31) 



x=0 



Alzoo is Cl"y de waarsch^'nl^kheid ^ dat men gedurende 
bet t^dperk van scbimmelen een oogenblik zai kr:ggen , waarin 
y penningen in de kas zgn. Voor iederen worp, die in dat 
geval wordt yerricbt, is bet wiskundig risico, gel^k nega- 

tieve wiskundige boop, voor de kas -^ en de wiskondige 

met dien yerstande evenwel 



[6 ' 



boop Yoor den scbimmel 

dat, indien meerdere worpen gedaan worden, alvorens bet 
aantal penningen in de kas daalt, al de worpen, op den 
laatsten na, voordeel voor den scbimmel zullen opleyeren. 

Het is ecbter gemakkel^k na te gaan, dat, onverscbillig 
boeveel worpen er bl^ken plaats te bebben voor en aleer 
bet aantal penningen in de kas beneden y daalt, de yer- 

bonding -^ en -^ , welke voor den eersten worp wordt ver- 

wacbt, bl^ft gebandbaafd. W^ zullen dit nagaan. 

Bescbouwen wg eerst eenvoudig drie worpen, dan beeft 
men bet volgende scbema: 



1® WORP. 

A B 



6« 



X 1 



2® WOEP. 

A B 

^^ XI 



m 



3® WOEP. 

A B 

3 

X 1 






c 

6« — 5« 



16 



) 



X 






L6 



.6 



nit. 



m 



c 

'6« — 5» 



[6 



/ ^ 6« — 



'y 



e 



uit. 



C 
6« — 5» 



i6 



X 



6» — 5« 



uit. 



205 

waar A beteekent: 

Waarschgiilgkheid, dat het tot dezen worp komt en 
dat daarb^ schimmel geworpen wordt. 

waar B beteekent: 

Waarde der uibkeering in dat geval. 

waar C beteekent: 

Waarschgnlijkheid , dat het tot dezen worp komt en 
dat daarbij geen schimmel geworpen wordt. 

waar D beteekent: 

Waarde der uitkeering in dit geval. 

Met nit bedoelen w^, dat, na het plaats hebben van 
den b^behoorenden worp, het aantal penningen beneden y 
daalt, en alzoo het spel, dat gedurende het yoorhanden z^n 
van juist y penningen in de kas gespeeld wordt, als geein- 
digd moet worden beschouwd. 

Nu zien wg , dat wg in drie worpen voor den schimmel 
de wiskandige hoop 

vinden en voor de kas het wiskundig risico 
6" -5" 0y /5«\/6«-5«\ 0, /5«Y/ 6«-5« \ <p, 

=t'+(i)+(i^)lxr-^)xe-^- 

Men ziet hieruit, dat de verhouding -^ en -^ zich ook 

in drie worpen handhaafb, en het is duidelgk, dat dit bg 

meerdere worpen zoo blgft. In dat geval krggt de reeks 

tusschen de accoladen eenvoadig meer termen. Die reeks valt 

echter bij de verhouding weg. 

De waarschgnlgkheid , dat y penningen in kas tgdens de 

periode van het schimmelen zal voorkomen, is, zooals wg 

vonden , n'"y. Heeft dit plaats, dan geeft dit voor den schim- 

5« 
mel een wiskundige hoop van -^ tegen een wiskundig risico 

voor de kas van -^. Men vindt dus , dat uit dezen hoofde^ 
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bg het begin van het spel eene wiskundige hoop voor den 

56 
schimmel Df"y -^ staat tegenover een wiskundig risico voor 

de kas groot £l"'y -^. Hiermede beweren wg nu niet, dat deze 

getallen de wiskundige hoop en het wiskundig risico zelve 
aangeven; maar alleen dat deze getallen dit in verhouding 
doen. Om die waarden zelve te vinden, zou men er den 
vorm tasschen accoladen nog aan moeten toevoegen. Het aan- 
tal termen van dien vorm bangt af van het aantal worpen, 
waarin men onderstelt, dat gemiddeld de verlaging van het 
aantal penningen in de kas verkregen wordt. Dat aantal is 
echter volstrekt onafhankel:gk van y, daar onder de hoofden 
>Waarschgnlgkheid dat het tot dezen worp komt 
en dat daarbg schimmel geworpen wordt", geen 
grootheden voorkomen, die van y afhangen. Eigenlgk zon 
men het aantal worpen voor iedere waarde van y oneindig 
groot moeten nemen , om zeker te zgn , dat binnen dat aantal 
worpen, de worp voorkomt, die het aantal penningen in de 
kas doet dalen; en zelfs dit heeft dan echter nog slechts 
plaats met eene waarschgnlgkheid , die aan de zekerheid 
grenst, zonder deze nog zelve te zgn, maar die praktisch 
daaraan kan worden gelgk gesteld. 

Wat nu de duur van het spel betreft, zg opgemerkt, dat 
op deze wgze alzoo geen 00 wordt ingevoerd en het aantal 
worpen steeds eindig blgft, ofschoon aan 00 grenzende. In 
deze onderstelling zal dus 00k de worp , die de vermindering 
te weeg brengt, eindelgk volgen. Ook merke men op, dat 
dit zelfs spoedig, ja bg den eersten worp gebeuren, kan, 
zooals ons schema van drie worpen aanwgst. 

Door het bovenstaande in acht te nemen wordt onze factor 
tusschen de accoladen overal 

"^ 6« "^ V 6V "^ "" 5« — 6« — 5« ' 

^ ~ 6» 
en alzoo de wiskundige hoop voor den schimmel 

^^4r = ^-Trn"V (32) 



6«_5« •- y 6« 6«--5« 
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en het wiskandig risico voor de kas 



6' ^r,r ^ ^y ^'/. 

6« — 5« ^ 66 "^ 6« — 5* 



De wisknndige hoop en het wiskandig risico z^n na ge- 
Yonden voor eene bepaalde waarde van y. Voor alle waarden 
van y vinden w:g nu voor de wisknndige hoop van den 
schimmel 

y-20 

^''^=6^22''"'^ (^^) 

Ten gevolge van de gelijkt^dig plaats hebbende worpen 
met de twee dobbelsteenen met figuren meet het voordeel 
voor den schimmel nu weer door de spelers, de klok, den 
hamer en de klok en hamer gedragen worden in de ver- 
houding 25, 5, 5, 1; zoodat hier nit voor de spelers het 
wisknndig risico 

25 5* m ^ 

^''=36 Q^^^^^h^ 2^ ^"^' ^^^^ 

voor de klok en voor den hamer het wiskandig risico 

5 5® » ^ 
^* = ^A = 3g 66^56 2^ ^''y^ (36) 

y=i 
en voor de klok en hamer 

5r=:20 

y-1 

voortspruit. 

Wg kunnen nu nagaan hoe groot, als de kas, nadat al 
de stortingen zgn verricht — dat is , nadat de spelers hnn 
penningen hebben ingelegd en nadat de koopsommen voor 
schimmel, huis, klok, hamer en klok en hamer z^n betaald— 
P bedraagt, de ingelegde penningen van iederen speler 
alsmede de genoemde koopsommen moeten z^u. De eenige 
voorwaarde toch is, dat de bedoelde bedragen overeenkomen 
met de wisknndige hoop , die daarvoor door de spelers en de 
bezitters der verschillende kaarten worden gekocbt, 
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Wg merken hierb^ op, dat de spelers, volgens den regel 
van bet spel, ieder evenveel penningen moeten inleggen ; ter- 
wgl wellicht, of bgna zeker, een opzettelgk onderzoek zou 
leeren, dak de wiskundige boop niet voor al de spelers de- 
zelfde is, maar afbangt van bet bebben der voorband. Be- 
paalt men ecbter dat de orde, waarin de spelers ban spel 
beginnen, eerst na de storting der inlegpenningen b:g loting 
zal v^orden nitgemaakt, dan is dit bezwaar opgebeven, daar 
dan alle spelers dezelfde wiskundige boop bebben, en deze 
ait de volkomen nauwkeurige wiskundige boop, die zg te 
zamen bebben, kan worden afgeleid. 

De wiskundige boop voor de spelers te zamen is na vol- 
gens (5), (15), (28) en (35) 

-Hi = Hg -j- H'g — Rg — jR', (88) 

Z^n er dus n spelers, dan moet elk bunner in bet begin 
inleggen 

J=^H. (39) 

n 

De wiskundige boop en dus ook de juiste koopsom voor 
den scbimmel is nu volgens (27) en (34) 

Mg,= ffg, + H'g, (40) 

De wiskundige boop en dus ook de juiste koopsom van 
de klok en van den bamer z^n volgens (16), 29) en (36) 

M, = H, — R,-^R, . (41) 

en 

^h == Hn — Rji — jR'ji (42) 

De wiskundige boop en dus ook de juiste koopsom is 
eveneens voor de klok en bamer volgens (17), (30) en (37) 

Mjtk = Hkji — iZ^A — R^kh (43) 

De wiskundige boop en dus ook de juiste koopsom voor 
bet buis is eindel^k volgens (14) 

JiA« = ^A« (44) 

Worden deze kaarten voor andere sommen verkocbt, dan 
genieten de koopers winst of z^ l^den verlies, naarmate zg 
minder of meer betalen dan de in (40), (41), (42), (43) en 
(44) gevonden waarden. Het verscbil in minder of meer is 



JTa = V -Ha , 
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dan evenwel niet gel^'k aan de genoten winst of het geleden 

yerlies, aangezien b^ eene veranderde koopsom van eene of 

meerdere kaarten, alle yerhoudingen in het spel veranderen. 

Uit (16), (29) en (36) volgt nog, dat (41) en (42) geven 

Uit eene vergelflking van (16) met (17), (29) met (30) 
en (36) met (37), waarb^ telkens blgkt, dat de tweedeeene 
y^fmaal kleinere waarde dan de eerste geefl;, yolgt dat (42) 
en (43) geven 

1 

5 

en dns, in verband met hetgeen w^ zoo even vonden, 

jr, = JBr,=r5jgrH (45) 

Dit komt overeen met hetgeen Dr. Ekama yindt op biz. 
Ill (ongeveer midden). 

Wat den schimmel betreft, merken wg nog op, dat in 
(40) H\e betrekkelgk eene hoogere waarde zal vertegenwoor- 
digen dan Dr. Ekama gevonden heeft; w^l deze niet in 
aanmerking heeft genomen, dat zoodra minder dan 21 pen- 
ningen in de kas z^n, de yerhouding van de wiskandige 
hoop van den schimmel en het wiskundig risico van de kas, 
ten gunste yan den eersten yerandert. Misschieii yerklaarb 
dit waarom men bg intu'itie gewoon is meer yoor den 
schimmel te betalen dan Dr. Ekama yindt; zoodat de oorzaak 
yan dit yersch^nsel niet behoeft gezocht te worden in de 
minder nanwkearige afv^erking der steenen, eene oorzaak, die, 
zooals wg reeds geyonden hebben, niet afdoende kan z^n. 

Eindel^k hebben wg nog 

p = jBr, + jr^ + jB, + jfA + jr,;i + jBr*„, . . (46) 

in welke formule de termen yan het tweede lid alle fonctien 
yan P z^n. Uitgaande yan eene bepaalde waarde yan P 
hebben w^ al deze Jf's geyonden, alsmede de J. W]g kun- 
nen nu (46) gebraiken om de juistheid der geyonden uit- 
komsten te toetsen. Men kan nu ook eene tafel maken met 
dubbelen ingang, geyende de eene ingang yerschillende 
waarden yoor P en de andere yerschillende waarden voor 
het aantal spelers n , of nog eenyoudiger , daar I toch on- 

N. A. T. W. DL XIX. 14 
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middell^k ait Mg volgt , maakt men eene tafel , waarin 
voor iedere waarde van P de waarden van JT,, 11,^, H*, 
Mjt^ Mkh en M^^ berekend z^n. Men kan uit zalk eene 
tafel dan nu ook omgekeerd ?inden, hoe groot d^ kas en 
de koopsommen en hoeveel het bedrag der inlegpenningen 
moeten z^n, indien een dezer grootheden, onverschillig 
welke, gegeven is. 



KLEINERE MEDEDEELINGEN. 



DE OUDSTE REKENTAFELS DER WERELD, 



DOOB 



F. J. VAN DEN BERG. 



Onder bovenstaand opschrift komt in de Zondags-bgvoegsels 
N<*» 38 en 39 van de Vossische Zeitang van 20 en 27 Sep- 
tember 1891 een belangr^k artikel van den boogleeraar 
Heinkigh Bbugsch voor, waarvan bet Algemeen Handelsblad 
van 11 October 1891 onder den titel »Hoe de oaden reken- 
den'' een zakel^k uittreksel gaf, dat, nog eenigszins verkort, 
bier thans onder de aandacbt der lezers van bet Nieuw 
Arcbief gebracbt wordt, 

V66r bet invoeren der zoogenaamde Arabiscbe cgfers be- 
diende men zicb veelal van de letters van bet alpbabet, om 
getallen aan te duiden. Zoo deden de Grieken , de Romeinen 
en ook de Hebreers. 

De Egyptenaren volgden een andere scbryfw:gze. Z^ ge- 
braikten voor de getallen 1 tot 9 naast elkander geplaatste 
opstaande streepjes. Voor 10 badden zg een teeken in den 
vorm van een boe^'zer, dat zooveel malen berbaald werd 
als er tientallen waren; evenzoo voor 100, 1000 enz. Later 
scbreven zg voor 4 in plaats van |||| een liggend streepje 
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— , en voor 8 dus =. Breuken werden niet door bgzondere 
teekens voorgesteld, maar z^ plaatsten het woord ro voor 
bet cgfer, dat aandaidde in hoevele deelen het geheel was 
gesplitst, Aldus beteekende ro — hetzelfde als |. AUe breu- 
ken hadden 1 tot teller, en als een grooter teller noodig 
was, drukten zig dat ait door een verbinding van breuken, 
bij voorbeeld | werd voorgesteld door de teekens van y en \. 
Aldus werden b^ benadering de verschillende breuken uit- 
gedrukt; de rest werd dan verwaarloosd. Merkwaardig is 
het daarb^ , dat dit oude volk op die omslachtige wgze zeer 
moeil:gke berekeningen wist uit te voeren, waarvan tal van 
bewgzen in oude handschriften z^n gevonden. 

De bezetting van Egypte door de Engelschen heeft ook 
het verrassend feit aan het licht gebracht, dat de tegen- 
woordige Egyptische landmeters (massahin) nog hetzelfde, 
trouwens gebrekkige, stelsel volgen, dat 2000 en SOOOjaren 
geleden hun voorvaders (toen harpedonapten geheeten) toe- 
pasten. Zg gebruiken daartoe een maatstok van een kassabeh 
lengte (ruim 3| meter) en berekenen de oppervlakte aldus. 
Bg vierhoekige landergen tellen z:g de lengten dertegenover 
elkander gelegen z^den b^een, deelen de som door 2 en 
vermenigyuldigen de quotienten met elkander. B^ driehoekige 
grondstukken vermenigyuldigen z^* de helft der kortste zgde 
met de helft van de som der beide langste. Dit een en ander 
leidt tot onjuiste uitkomston, en de Engelschen hebben nu 
een betere methode ingevoerd. 

Een der merkwaardigste overbl^fselen van de rekenkunde 
der oude Egyptenaren is te vinden in een papyrusrol, die 
ongeveer 4000 jaar oud is en in het Britsche museum be- 
waard wordt. Daarin leest men onder anderen: 

>Berekening van een cirkelvormig veld van 9 roeden 
(in middellijn). Men vraagt naar de oppervlakte. Trek er het 
negende deel af , dus 1. Als rest bl^ft 8. Vermenigvuldig 
8 maal 8. De uitkomst is 64 vierkante roeden. Dat is de 
oppervlakte." 

Het is zeker merkwaardig, dat die uitkomst, verkregen 
door het getal yr te vervangen door 4(J)^ = 3.16, zooweinig 
van de werkelgke grootte afwgkt. 
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Een andere belangrijke vondst levert die oade papyrus b^ 
de breaken. Niet alleen worden deze uitgedrukt, zooals reeds 
is gezegd, door een verbinding van breuken, die 1 tot teller 
hebben, maar men vindt tusschen de noemers veelal een 
bepaalde verhouding. Zoo wordt ^ aldus uitgedrukt: |, yV 
en vier keeren yj^, welke breuken te zamen i waardz^n. 
Die berekening steunt daarop, dat men alle maten voor 
yloeistoffen, koren enz. , in 320 deelen splitste, en dan ge- 
bruikte men de getallen 160, 80, 40, 20, 10, 5, 4, 3, 2, 1 
om de onderdeelen aan te duiden. Andere breuken werden 
dan uitgedrukt door een verbinding dier onderdeelen. 

Prof. Bkuosch heeft in April 1891 door een toeval kennis 
gemaakt met een paar oude schrifturen, die h:g de oudste 
rekentafels der wereld noemt. In bet museum van Gizeh (by 
Eairo) viel zgn oog op twee langwerpige houten borden, in 
den vorm van een lei, met gaatjes van boven, alsof er een 
touwtje doorgehaald moest worden om ze te dragen of op 
te hangen. Zg bleken beschreven te z^n met tal van offers, 
en uit den antieken vorm der teekens en bggevoegde namen 
kan men opmaken^ dat z^ afkomstig z^n uit den t^d der 
11*® en 12**' dynastie, dat is ongeveer 25 eeuwen v66r onze 
jaartelling. Zg waren in een graf gevonden , vermoedelgk dat 
van een scholier, wien men z^n laatste rekenwerk had mede- 
gegeven. 

De ontcgfering van hetgeen op beide zgden dezer bordjes 
geschreven stond, leerde dat zg bewerkingen bevatten, om 
dezelfde verhouding in verschillende cgfers uit te drukken. 
Als voorbeeld diene het volgende: 

1- I' 
2 • * 

4- li. 

5 • 1> 

10: 3|, 

20: 5+ 1|, 

40:10+ 3|, 

80:20+ 5 + l|, 

160:40+ 10 + 2+ 1|, 

320 : 80 + 20 + 5 + 1|. 
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Aldus wist men, wel wat omslaclitig maar toch volkomen 
juist, bewerkingen met breuken uit te voeren, altigd met 
behulp van het grondtal 320. Wanneer echter de factoren 
van dat getal niet voldoende waren, behielp men zich door 
benadering. Dit blgkt uit bet volgend voorbeeld, ook aan 
de genoemde oude borden ontleend : 

7:1, 

f • TV f 

1 . 1 
T • TT? 

40 + 51 
320 ' 
„ 80+10 + 1 



320 
, 160 + 20 + 2 

4. • ■ ■ • 

* • 320 

Deze drie laatste verhoudingen z^'n niet volkomen als 7 : 1. 
Daarvoor zou de eerste moeten wezen 1 : j^V ®^ iii^t 1 : ^^V » 
enz. Men nam echter de naaste factoren van 320 en ver- 
waarloosde de rest, zooals ook w^ thans doen b^ deelingen 
die niet opgaan. 

Men ziet uit deze voorbeelden weder, welke ro] dat getal 
320 speelde b:g de rekenkunde der oude Egyptenaren. Ook 
b^' de inhoudsmaten , zooals reeds is gezegd. Als kleinste 
maat diende daarvoor, bl^kens een groot aantal opschriften 
en gevonden voorwerpen , de hin , welke maat dezelfde dienst 
deed als b^ ons de liter, Ook de Hebreers kenden die maat, 
welke volgens nauwkeurige berekeningen met 0.454 liter 
overeenkomt. 

Nu bevindt zich in het museum te Gizeh een metalen 
beker , waarvan de wand , zoo binnen als buiten , van boven 
naar beneden , een aantal kringen bevat. De c^fers en letters 
daartusschen toonen, dat die kringen een verdeeling voor- 

stellen in deze volgorde: |, t> ii tVi tV en t? A*^- De in- 
houd van den beker is gebleken 0.23 liter te z^n, dus de 
helft van een hin, juist dus zooals de hoogste kring aan- 
w^st. Men heeft hier dus weder de indeeling volgens de 
factoren van 320. 

Wanneer men nu de hin als eenheid aanneemt en het 
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820-youd er van neemt, komt men tot een maat van ruim 
145 liter inhoud. Het is zeker hoogst verrassend, dat een 
kubus van de oud-Egyptische el (die ongeveer = 0,527 meter 
was) met die inhoudsmaat geheel overeenkomt. Daaruit bl^kt 
bet merkwaardig feit dat, evenals in ons metriek stelsel 
lengte- en inboadsmaten op dezelfden grondslag berasten, 
dit reeds duizenden jaren geleden evenzoo gescbiedde big de 
Egyptenaren. En de opschriften toonen aan, dat ook b^ de 
ylaktematen de indeeling volgens bet c^fer 320 gebroikelgk was. 
Opmerking verdient nog, dat de oude Babyloniers een 
ander stelsel badden, waarvan 60 de grondslag was. Z:g re- 
kenden volgens de getallenreeks 360, 60 , 1, V^, y^^, een 
metbode, die tbans nog voortleeft in de graadmeting van 
cirkels en boeken. 



Als tegenbanger van betgeen bier over de alleroudste re- 
kenw^ze werd aangevoerd , moge dienen , dat misscbien bet 
nieawste op dit gebied onlangs geleverd werd door ons 
bonorair lid Maurice d'Ocagne in z^n »Nomograpbie. Les 
calculs usuels effectu^s au moyen des abaqaes. Essai d*une 
tbeorie generale. Regies pratiques. Exemples d'application. 
(96 pages, VIII PL), Paris 1891" waarvan waarscbgnl^k 
binnenkort eene aankondiging zal voorkomen in bet Tgd- 
scbrift van bet Eoninklgk Instituut van Ingenieurs. 



DE CONSTRUCTIE VAN EENIGE STELSELS VAN 
HOEKTRANSTERSALEN IN DEN VLAKKEN DRIEHOEK, 



D00& 



P. I. HELWIG J.AZ. 



§ 1. In mgn vorig opstel (Nieuw Archief voor Wiskunde, 
Deel XVII, Stuk 2, pag. 217), heb ik my bepaald tot het 
yermelden van de constractie van alle hoektransTersalen van 
positieve en negatieve geheele orden; thans zal ik overgaan 
tot de beschouwing van constructien van hoektransversalen , 
die andere eigenschappen hebben dan de behandelde. De be- 
handelde hoektransversalen toch hebben alien de eigenschap, 
dat ze de overstaande z^de yerdeelen in stukken, die zich 
verhouden als de n^^ machten der sinassen van de hoeken 
over de aangrenzende z^den en deze opmerking yoertspoedig 
tot de yraag naar de constractie van alle hoektransTersalen, 
die de overstaande z:gde deelen in stakken , die zich verhou- 
den als de m^^ machten van zekere goniometrische fanctie 
van eenig veelvoud of van een evenmatig deel der hoeken 
over de aangrenzende z^den. De beantwoording dezer vraag 
in haar geheel is, wat betreft de veelvouden een onbegrensd, 
wat de deelen aangaat een, gedeeltel^k met passer en liniaal 
onuitvoerbaar , werk; en ik zal mg daarom bepalen tot de 
cosinns- en tangensfanctie der geheele hoeken (voor de sinns- 
fanctie der geheele hoeken zie men genoemd opstel) en de 
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sinus-, cosinus- en tangensfunctie der dubbele en halve hoe- 
ken van den driehoek. 

§ 2. Bepalingen. Hoektransversalen , die de overstaande 
z^de yerdeelen in stukken, die zich yerhouden als de m^ 
machten eener goniometrische functie der hoeken over de 
aangrenzende z:gden , z^n goniometrische hoektransversalen van 
de m^® orde. 

Is de naam der functie bekend , dan kan men b^ voorbeeld 
spreken van tangenstransversalen of van cosinustransversalen 
van halve hoeken van zekere orde. Ter bekorting van lange 
uitdrukkingen zouden namen als tangentiaan ^ bisinusiaan j 
semicosinusiaan enz. waarbi] 't voorvoegsel den factor aan- 
wigst , waarmede de hoek moet vermenigvuldigd worden , dienst 
kunnen doen. 

§ 3. Stellen we 66n bepaalde goniometrische functie voor 
door de letter F v66r de hoekletter te plaatsen , dan kunnen 
we eenige uitkomsteu uit genoemd opstel, die we in 't vol- 
gende zullen aanwenden, aldus weergeven. 

a. Zgn ^ en /3 de loodlynen uit een punt van een goniome- 
trische hoektransversaal van de m^* orde uit C op de zgden 
a en i van A A B C achtereenvolgens neergelaten , dan is 

a _ I^{A). sin B 
'j^~ P-{B).8inA' 
Immers 

»a a sin A F^ {A) 

Jh~ fisinB~ F-{E) ' 
volgens de bepaling. 

h. Goniometrische hoektransversalen van de m^* orde zgn 
isotoom toegevoegd aan goniometrische hoektransversalen der 
omgekeerde waarde der functie van de m^^ orde. 

c. Goniometrische hoektransversalen van de w^* orde zgn 
isogonaal toegevoegd aan goniometrische hoektransversalen , 
wier functie bestaat uit de omgekeerde waarde der functie 
vermenigvuldigd met het vierkant van den sinus van den hoek. 

Als dus gevraagd wordt de isogonaal toegevoegde hoek- 
tranaversaa] van de tangentiaan van de 1"^^ orde (de hoogte- 
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Ign namel^k), dan is de verhouding, waarin de gevraagde 
de overstaande z^de (o) deelt, gel^k aan 

cot A . sin^ A sin 2 A 

cot B , sin^ B sin2 B 
en verkrggt men de bisinusiaan van de I'** orde of de 
hoektransversaal door bet middelpunt van den omgescbreven 
cirkel. 

De overige eigenscbappen der sinusianen op de goniome- 
triscbe boektransversalen over te brengen zg den lezer over- 
gelaten. 

§ 4. In dit opstel is bet 6ns nu te doen om een inzicbt 
te krggen in de constructie van alle in- en uitwendige gonio- 
metriscbe boektransversalen van positieve en negatieve gebeele 
orden. Geven bovengenoemde eigenscbappen eenige boop, 
een volledig materiaal bezitten we daarin nog niet; maarom 
dit te verkrggen zullen we gebruik maken van bulpdrieboeken, 
die op bepaalde wgze afbangen van de elementen van den 
drieboek, waarin de constructie verlangd wordt. 

De bulpdrieboeken, welke bier den grootsten dienst bewgzen, 
worden verkregen door bet sngpunt van elke bisinusiaan der 
lite Q^de met den omgescbreven cirkel, te vereenigen met 
de beide overige boekpunten van den drieboek. Is R 'tsng- 
punt der bisinusiaan van C, dan is in den bulpdrieboek 
A BR <BAR = 90°--^ en <ABR = 90^ — 5, en om 
deze reden stel ik voor deze bulpdrieboeken complementaire 
drieboeken van A B C te noemen. Gaan we nu over tot 

I, Constructie der cosinusianen van geheele positieve en ne^ 
gatieve orden, 

Uit bet bovenstaande volgt, dat elke zgde van A ABC 
door de sinusiaan der m^^ orde, uit bet overstaande boekpunt 
van den op baar bescbreven complementairen drieboek, gesneden 
wordt in bet voetpunt der cosinusiaan van de m^^ orde in 
den A A B C. Construeert men dus volgens § 12 van genoemd 
opstel de sinusianen naar a, 6 en o in de complementaire 
drieboeken , dan zullen deze op elke zgde van A -A. B C de 
punten bepalen, die verbonden met 't overstaande boekpunt 
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van A A B C de cosinnsianen opleveren in A ABC. Hier- 
mede is de constructie der cosinasianen yoldoende toegeliclit. 

IL Constructie der tangentianen van geheele positieve en na- 
gatieve orden. 

De constructie dezer hoektransversalen kan blgkbaar niet 
teruggebracht worden tot reeds bekende constracties , omdat de 
cotangens zoowel de complementaire functie, als de omgekeerde 
waarde van den tangens is. Met bebulp echter van den com- 
plementairen driehoek en de stellingen § 3, 5 en o, is ze mogelgk. 

9 t 

Stellen we weer door | en | symbolisch den overgang voor 
respectievelgk tot de isogonaaU en wo^oom-toegevoegde 

e 

hoektransversaal , en nu daarenboven nog door | den over- 
gang tot een hoektransversaal met complementaire functie; 
welke laatste overgang, volgens 't bovenstaande , door een 
complementairen driehoek kan plaats hebben. Geven we nu 
de functie aan door haar naam , de orde door den exponent, 
en 't feit, dat de hoektransversaal in een complementairen 
driehoek van ABC getrokken is , door een index bg de 
functie, dan is 
a. aanvangende bg de tangentiaan 1'^" orde (hoogtelgn) 

eg * f , 

tan^ I cot\ tan\ 8in\ = sinl 8ec\ \ cds^ cosec^ ] sec^ sin^ = 

eg eg 

= tan^ I cotl tanls{n\=8inlsecl \ coa^cosec^ \ 8ec^8in^=tan^ enz, 
j3. aanvangende bg de tangentiaan 0^^ orde (mediaan) 

d g eg 

tan^ I cotl I *^^i *^^i =5twJ I co8^ \ sec^8in^ = 

eg eg 

^=^tav? I cot\ I tan\8in\'=^8in\8ec\ \ cos'^cosec^ \ 8ec^8in^=tan^ enz. 

Men zou kortweg de methode om van een tangentiaan van 
de w^" orde te komen tot eene van de (m + 2)^* orde kunnen 

voorstellen door eene constructieformule \c g c g^; de con- 

structieformule vopr de cosinnsianen zou dan zgn \tcgc'\ en 

die bg de sinusianen \tg\ Het is duidelgk dat, om eene 
constructieformule werkelgk eene voortgaande constructie te 
doen voorstellen, daarin 
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1^. geen gel^knamige overgangen in de reeks naast elkaar 

mogen staaiii omdat deze elkaar dan opheffen; 

2^ steeds een even getal c-overgangen aanwezig moet zgn, 

omdat men anders niet weder terugkeert tot de driehoeken, 

waarin de constructie yerlangd wordt; 

3^ steeds minstens een ^-overgang aanwezig moet z^n, omdat 

men anders weder tot dezelfde hoektransversaal terugkeert. 

Wanneer men met deze voorwaarden niet in strgd is, 
mag men in een constructiereeks , wanneer ^-overgangen en 
o-overgangen naast elkaar staan, deze van plaats verwisselen. 

t c 

Immers P* \ F-^ \ co-F^^ voert tot de zelfde uitkomst als 

e t 

P" I cO'Fl I co'l^. 

m. ConstrtActie der bisinimanen van geheele positieve en ne^ 
gatieve orden. 

Uit bovenstaande opmerkingen blgkt, dat ook de constructie- 

formule [ctg ctg"] mogel^k is , en deze zal de constructie- 
formule bl^ken te z^n van de bisinusianen. 
a. aanvangende big de bisinusiaan V^ orde (hoektransversaal 
door 't middelpunt van den omgeschreven cirkel) heeft men : 

e t g e t a 

sin C08 1 co8^ sin^ \ 8ec\ C08ec\ \ coa^ stnWsin coa^ | cosec sec^lsin^ cos^ enz. 
j3. aanvangende b^ de bisinusiaan 0^' orde (mediaan) heeft men 

c t get g 

ain^co8^\co8\ 8in\\8ec\ co8ec\ C08\ «mJ|«in^co«^|co5«c® ««c*|«m*co«*enz. 
Deze constructie is vr^ omslachtig ; we zullen in 't volgende 
een methode leeren kennen, die sneller tot 't doel voert. 

lY. Conatrutie der biainimanen , bicoainuaianen en bitangen" 
tianen van geheele poaitieve en negatieve orden. 

We zullen nu gebruik maken van eene tweede soort van 
hulpdrielioeken , welke verkregen worden door op elke zgde 
van A A B C drieboeken te construeeren , wier hoeken aan 
de hoekpunten van A A 6 C tweemaal zoo groot z^n als de 
aan 't zelfde hoekpunt gelegen hoek van A A B G , of ook 
gel^k zgn aan de supplementen der dubbele hoeken van 
A A B C. Ter bekorting zullen we deze hulpdriehoeken de 
digonaU driehoeken noemen van A A B G, 



221 

Het is nu duidel^k , dat elke zgde van A A B C door de 
sinusiaan der w^® orde uit het overstaande hoekpuot van den 
op haar b^schreven digonalen A, gesneden wordt in het 
voetpunt der bisinusiaan van de m^ orde in den /\^k'RG, 
Op soortgel^ke wijze leveren de cosinusianen en tangentianen 
van de w^® orde in de digonale driehoeken de voetpunten 
op de z^^en van A A B C der bicosinusianen en bitangen- 
tianen in A A B 0. 

Gonstrueert men derhalve in de digonale driehoeken op 
reeds vermelde wgze naar a, 5 en c de sinusianen, cosinus- 
ianen en tangentianen dan zuUen deze op elke zgde van 
A A B C de punten bepalen , die verbonden met 't over- 
staande hoekpunt achtereenvolgens de bisinusianen , bicosi- 
nusianen en bitangentianen in A A B G opleveren. 

V. Constructie der aemiainusianen^ semtcosinusianen en semi" 
tangentianen van geheele positieve en negatieve orden. 

Geheel overeenkomstig met 't voorgaande kunnen we hier 
gebruik maken van hulpdriehoeken , die verkregen worden 
door op elke zgde van A A B G driehoeken te construeeren , 
wier hoeken aan de hoekpunten van AABG half zoo groot 
zgn als de aan 't zelfde hoekpunt gelegen hoek van AABG. 
Ter bekorting zouden deze hulpdriehoeken de hemigonale drie" 
hoeken van AABG kunnen genoemd worden. Het is nu 
duidelgk , dat elke zgde van AABG door de sinusiaan van 
de m^^ orde, uit 't overstaande hoekpunt van den op haar 
beschreven hemigonalen driehoek, gesneden wordt in het 
voetpunt der semisinusiaan van de m^^ orde in den AABG. 
Dit geldt natuurl^k ook voor de semicosinusianen en semi- 
tangentianen in AABG, en de constructie verloopt verder 
geheel overeenkomstig met lY. 

Opgemerkt z^, dat het punt van Oergonnb (F) of 'tsn^- 
punt der rechten, die de hoekpunten van den driehoek ver- 
binden met de raakpunten van den ingeschreven cirkel op 
de overstaande zyden, het concurrentiepunt is der inwendige 
semitangentianen van de V^ orde, en dat het punt van 
Nagel (v) of 't sn^punt der rechten , die de hoekpunten van 
den driehoek verbinden met de raakpunten op de overstaande 



z^den van den oyereenkomstigen aangeschreyen cirkel, het 
coDCurrentiepunt is der inwendige semitangentianen van de 
(— !)"*« orde. 

§ 5. Het gebruik der hulpdriehoeken heefb nu tevens den 
weg aangewezen ter constructie van de goniometrische hoek- 
transversalen , wier functie andere veelvouden vani den hoek 
bevat dan de behandelden, en tevens aangetoond in hoeverre 
passer en liniaal daartoe geheel toereikend zgn; immers waar 
het geldt derde, v^fde enz. deeien van een hoek te constru- 
eeren, laten deze werktuigen ons in den steek. 

§ 6. Construeert men aldus in A A B G de behandelde 
hoektransversalen uit alle hoekpunten, dan bl^kt, dat de 
con^urrentiepunten yan hoektransyersalen van dezelfde orde, 
die tot 't zelfde stelsel behooren, alien op eene kromme Ign 
gelegen z^n. De kromme door de concurrentiepunten , die 
de sinusianen van de zelfde orde geven, heeft Prof. M. G-. 
DE LoNGCHAMPs potentielle triangulaire genoemd. 

In oyereenstemming hiermede kunnen we derhalye ook 
kr^gen eene cosinus-potentiale kromme, eene bitangens-po- 
tentiale kromme enz. alnaarmate men de potentiale kromme 
behandelt van de cosinusiauen , bitangentianen enz.; terw^l 
de weg gewezen is ter constructie van een onbegrensd aantal 
potentiale krommen van den driehoek. 

We zuUen de vergelgking dezer krommen algemeen be- 
palen. Zyn 4(, j3, ^ de trilineaire coordinaten van een con- 
currentiepunt yan zekere goniometrische hoektransversaal yan 
de m^^ orde ten aanzien van a, 6 en o, dan is uit § 3 a 
gemakkelgk te zien, dat 

¥^)^Wi^)^ W(CJ = P' ^ '' ^^""^ standvastige). 

Hieruit yolgt 

logp + m log F{A) = log (a ot) , 
logp + mlogF{B) = log{bl3), 
logp -f- m log F{C) =^ log (c y). 

Slimineert men hieruit p en m, dan is 
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of 



1, log (a a), logF(A), 
1, log {b IS), logF{B), 
1, log{cy), logF{C), 



0, 



log 






log 



F(0 



log 



n^ 



{ax) '^^^ . (6)3) ^^"^ . {cy) "^^ =\. 

Deze vergeligking stelt een algemeen typus voor van de 
driehoekspotentiale krommen. Ze gaan bl^kbaar alien door 
het zwaartepunt (a a = 6 /3 = p y) en • door de uitwendige 
concurrentiepunten van de 0^" orde van alle stelsels. 
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